Задачи на взвешивание

Как-то раз в аптеку доставили 10 флаконов лекарства по 1000 таблеток в каждом флаконе. Не успели расставить флаконы на полке, как принесли телеграмму, в которой сообщалось, что лекарство нельзя продавать, так как в одном из флаконов каждая таблетка содержит на 10 мг лекарства больше допустимой нормы. Как найти этот флакон с помощью аптечных весов с гирями и сколько для этого нужно произвести взвешиваний?
Такие задачи ставятся и решаются в математике довольно часто, причём взвешиваний проводят как можно меньше. В данной задаче, оказывается, достаточно произвести одно взвешивание. Идея состоит в том, что можно пронумеровать флаконы: 1, 2, ..., 10, затем взять одну таблетку из 1-го флакона, две - из 2-го, три - из 3-го, ..., 10 таблеток из 10-го флакона. Нетрудно подсчитать, что всех таблеток будет 55. Затем взвешиваем эти таблетки. Предположим, что они весят 5520 мг, или на 20 мг больше, чем следовало бы. Это значит, что среди отобранных две таблетки с повышенной дозой лекарства и они извлечены из второго флакона.

Из приведённого решения задачи можно понять, что при решении задач на взвешивание важно догадаться, как правильно выбрать количество взвешиваемых предметов. Рассмотрим несколько задач.

Задача 1. В пакете 9 кг манной крупы. Попробуйте при помощи трёх взвешиваний разделить крупу по двум пакетам: в одном - 2 кг, а в другом - 7 кг, располагая одной гирей 250 г и одной гирей 50 г.
Решение. Раскладываем крупу по 4,5 кг на две чашки весов. После этого высыпаем крупу из одной чашки в сторону, а крупу с другой чаши вторым взвешиванием разделяем по 2 кг 250 г. Теперь поставим на одну из двух чаш гирю 250 г и возьмём с неё столько крупы, чтобы весы были в равновесии. Тогда на этой чаше весов останется 2 кг, а остальная крупа весит 7 кг. Итак, манная крупа разделена на 2 кг и на 7 кг при этом гиря 50 г оказалась лишней.

Задача 2. Имеется 101 монета. Среди них 100 одинаковых настоящих монет и одна фальшивая, отличающаяся от них по массе. Необходимо выяснить, легче или тяжелее фальшивая монета, чем настоящая. Как это сделать с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь?
Решение. Положим на чаши весов по 50 монет. Если весы в равновесии, то оставшаяся монета фальшивая, а за следующее взвешивание определим, легче она настоящей или тяжелее.

Пусть весы не в равновесии. Снимем с них более тяжёлую кучку из 50 монет, а оставшиеся разложим по 25 на каждую чашу. Если весы в равновесии, то среди них нет фальшивой, значит, значит она среди более тяжёлой кучки, т.е. фальшивая монета тяжелее настоящей. В противном случае фальшивая монета более лёгкая.

Задача 3. Из двенадцати монет одна фальшивая, но неизвестно, она более тяжёлая или более лёгкая. Как за четыре взвешивания на чашечных весах без гирь найти фальшивую монету?
Решение. Распределим монеты по две на 6 групп: I, II, III, IV, V, VI и образуем пары (I, II), (III, IV), (V, VI). Ясно, что в двух парах веса групп будут одинаковыми, например, (I=II) и (III=IV), что можно установить двумя взвешиваниями. Тогда, например, группа V легче группы VI. Снимем с каждой чаши весов по одной монете. Могут быть две возможности: а) [image: image1.jpg]Tlonoxuts Ha aBe Yawn
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остались монеты равных весов; б) остались монеты разных весов. В случае а) фальшивой окажется монета, которую мы снимали из группы V, она более лёгкая. В случае б) фальшивой окажется монета из группы VI, которая тяжелее других.

Если окажется, что I≠II или I=II, но III≠IV, то фальшивая монета может быть найдена и меньшим числом взвешиваний.

Задача 4. Из девяти монет одна фальшивая (более лёгкая). Как двумя взвешиваниями на чашечных весах без гирь определить фальшивую монету?
Решение. Изобразим процесс взвешивания схематично (см. схему1).

Задача 4 допускает обобщение: из m одинаковых по виду монет одна фальшивая (более лёгкая). Указать наименьшее число взвешиваний, необходимых для определения фальшивой монеты.

Оказывается, справедлива следующая теорема: если среди m монет только одна фальшивая (более лёгкая) и 3n-1+1≤m≤3n, то минимальное число взвешиваний для нахождения более лёгкой монеты равно n.

Правда, для решения этой задачи нужно знать метод математической индукции. Если Вы познакомитесь с ним, то сможете сами доказать эту теорему. Это Вам по силам!

А вот рассуждая так, как показано в задачах 1-4, Вы можете найти решение для любого 2≤m≤82. Результаты приведены в таблице.

	Число монет
	2
	3
	4
	5
	…
	9
	10
	11

	Число взвешиваний
	1
	1
	2
	2
	  
	2
	3
	3

	Число монет
	…
	26
	27
	28
	…
	0
	1
	2

	Число взвешиваний
	  
	3
	3
	4
	  
	4
	4
	5


Задачи для самостоятельного решения
58. Из трёх лимонов два имеют одинаковый вес, а третий - более лёгкий. Как при помощи одного взвешивания на чашечных весах без гирь найти, какой лимон более лёгкий?

59. В пакете 9 кг пшеницы, Как при помощи трёх взвешиваний на чашечных весах, используя только одну гирю в 200 г и одну в 250 г, разложить пшеницу по двум пакетам так, чтобы в одном было 2 кг, а в другом - 7 кг?

60. Десять мастеров изготовили из золота одинаковые украшения. Каждое украшение должно было весить 10 г. Но один из мастеров изготовлял украшения по 9 г. Как при помощи одного взвешивания определить, какой мастер изготовляет более лёгкие украшения?

61. У фальшивомонетчика есть 40 внешне одинаковых монет, среди которых 2 фальшивые - они легче, чем остальные, и весят одинаково. Как при помощи двух взвешиваний на чашечных весах без гирь отобрать 20 настоящих монет?

62. Среди 27 монет одна фальшивая. Определить фальшивую монету при помощи трёх взвешиваний на чашечных весах без гирь, если известно, что фальшивая монета легче чем настоящая?

63. Сформулируйте и решите задачу аналогичную задаче 4, если число монет равно 10.

64. Сформулируйте и решите задачу аналогичную задаче 4, если число монет равно 81.

