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Передмова

Навчання математики в середніх закладах освіти України є важливим компонентом загальноосвітньої і професійної підготовки молоді, неперервної освіти, що забезпечує широкі можливості для інтелектуального розвитку особистості, вмінь встановлювати причинно-наслідкові зв’язки між фактами, подіями та явищами. У концепції математичної освіти 12-річної школи в Україні актуальним визначено відбір змісту навчання з урахуванням досягнень світового і вітчизняного досвіду, специфіки навчання математики в навчальних закладах, ідей та поглядів видатних математиків і методистів, сучасної психології та педагогіки. Традиційний зміст навчання математики, що складався десятиріччями, забезпечує досить високий рівень математичної підготовки учнів, проте зміни в галузі техніки, виробництва, освіти, комунікацій ставлять нові вимоги до математичної підготовки і спонукають до переосмислення традиційного змісту, з’ясування тенденцій подальшого його розвитку.

Сучасна шкільна реформа здійснюється з урахуванням Державного стандарту базової та повної середньої освіти, у якому визначені цілі розвитку освітньої галузі, що відповідають об’єктивним вимогам сучасного життя. До традиційних змістових ліній додаються нові «Елементи теорії множин», «Комбінаторика», «Початки теорії ймовірностей» та «Елементи статистики». Визначено необхідний мінімум знань та вмінь для продовження навчання з цих тем та вимоги до їх засвоєння. Це є реальним кроком до створення умов для розвитку одного зі спеціальних і соціально важливих типів мислення – комбінаторного, необхідного сучасній людині як у загальнокультурному плані, так і для професійного становлення та нормальної соціалізації особистості в сучасному суспільстві.

Соціально-економічні зміни в нашому суспільстві обумовлюють потребу сформованості гнучкості, варіативності, критичності мислення, здатності висувати гіпотези перебігу подій та реальності їх підтвердження. Саме тому актуалізується необхідність включення комбінаторних знань і вмінь в інтелектуальний багаж кожної сучасної людини.

У розробці подано історичні відомості щодо винекненя теорії ймовірності, методики її викладання для молодших школярів та конспекти уроків з алгебри і початків аналізу для 11 класу з тем: “Елементи комбінаторики” і “Початки теорії ймовірностей” розраховані на 8 та 12 годин відповідно. А також додається навчальна програма, яку можна використовувати на цих уроках. Вона містить вступне відео до кожної із тем, поурочне пояснення кожної теми, задачі для розв’язування та їх розв’язки, тести з оцінюванням у 12-бальній системі. Цю програму можна використовувати як на уроці для пояснення нового матеріалу, для роз’язування задач, контролю знань, так і для самостійного навчання учня. У цій програмі ведеться реєстр успішності учнів по виконанню тестів. Виконавши тест автоматично виставляється оцінка. Учитель може проглянути всі оцінки за виконані і скласти свої індивідуальні тести. 
Основна мета цих тем: ввести поняття множини та її елементів, ознайомити учнів з видами множин та операціями над ними. Навчити виконувати зазначені операції. Ввести означення впорядкованої множини, перестановки, розміщення і комбінації. Довести формули для обчислення числа кожного виду сполук. Навчити розрізняти види сполук і розв’язувати комбінаторні задачі. Ввести поняття класичної ймовірності, ознайомити учнів з теоремами додавання ймовірностей несумісних подій і множення ймовірностей незалежних подій, дати уявлення про статистичну ймовірність.

На жаль, літератури з цих тем для школи дуже і дуже мало, тому – допомогти вчителям і учням засвоїти цю тему – одна з задач, що ставиться за мету.

Розвивати творчі здібності учнів, треба поступово та систематично. Включати їх у самостійну, пізнавальну діяльність. Щоб забезпечити  співпрацю між учнями та вчителями традиційного уроку недостатньо. Тому на допомогу вчителям приходять нові форми уроків -  робота з учнями по групах, використання на уроці тестів, заліків, математичних диктантів.

У розробці кожного уроку виділено його структурні елементи, визначено його дидактичну мету, розкривається зміст вивчення матеріалу, первинного закріплення матеріалу, повторення, наводиться детальне розв’язання усіх задач, а також домашніх завдань.

Враховуючи рівень підготовки учнів класу вчитель або повідомляє новий матеріал, або проводить етап уроку „пояснення нового матеріалу” методом евристичної бесіди, або використовуючи навчальну програму, або створює таку навчально–пізнавальну ситуацію, за якою учні під його керівництвом розв’язують певні проблеми, або організовує учнів для самостійної роботи під час засвоєння знань з використанням доцільного дидактичного матеріалу та навчальних посібників.

До кожного уроку подано систему завдань. Запропоновані задачі допоможуть учителю виділити головне під час вивчення тієї чи іншої теми, сприяють виробленню навичок розв’язування основних типів задач.

Підбір задач до уроку із запропонованих у розробці потрібно здійснювати з урахуванням реальних можливостей учнів і наявності часу. Зовсім не обов’язково домагатися розв’язування всіх запропонованих задач.

Деякі задачі учитель може використати для усного чи  самостійного розв’язування, для організації роботи по групах. Є задачі, що призначені для індивідуальної роботи, додаткові задачі; задачі, які можуть розв’язати лише здібні учні, тому їх не слід пропонувати всім.

Розділ І. Історія винекненя теорії ймовірностей та методика

її викладання
І. 1. Історія виникнення теорії ймовірностей.

В історії теорії ймовірностей можна виділити наступні етапи.

1. Передісторія теорії ймовірностей. У цей період, початок якого губиться в далечіні століть, ставилися й примітивно вирішувалися елементарні задачі, які пізніше будуть віднесені до теорії ймовірностей. Ніяких спеціальних методів у цей період не виникає. Іде нагромадження матеріалу. Цей період кінчається в XVI в. роботами Кардано, Пачолі, Тарталья й ін.
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2. Виникнення теорії ймовірностей як науки. У цей період виробляються перші специфічні поняття, такі, як математичне очікування. Установлюються перші теореми – теореми додавання й множення ймовірностей. Початок цього періоду пов'язане з іменами Паскаля, Ферма, Гюйгенса. Цей період триває від середини XVII в. до початку XVIII в. У цей час теорія ймовірностей знаходить свої перші застосування в демографії, страховій справі, в оцінці помилок спостереження.
3. Наступний період починається з появи роботи Я. Бернуллі «Мистецтво припущення» (1713 р.). Це перша робота, у якій була строго доведена гранична теорема - найпростіший випадок закону більших чисел. Теорема Бернуллі дала можливість широко застосовувати теорію ймовірностей до статистики. До цього періоду ставляться роботи Муавра, Лапласа, Гаусса, Пуассона й ін.; теорія ймовірностей починає застосовуватися в різних областях природознавства. Центральне місце в цьому періоді займають граничні теореми.
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4. Наступний період розвитку теорії ймовірностей зв'язаний, насамперед, з російською (Петербурзькою) школою. Тут можна назвати такі імена, як Чебишев П.Л., Марков А.А., Ляпунов А.М. У цей період поширення закону більших чисел і центральної граничної теореми на різні класи випадкових величин досягає своїх природних границь. Закони теорії ймовірностей стали застосовуватися до залежних випадкових величин. Все це дало можливість прикласти теорію ймовірностей до багатьом розділам природознавства, у першу чергу - до фізики. Виникає статистична фізика, що розвивається у взаємозв'язку з теорією ймовірностей.
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5. 
5. Сучасний період розвитку теорії ймовірностей почався із установлення аксіоматики. Цього в першу чергу вимагала практика, тому що для успішного застосування теорії ймовірностей до фізики, біології й іншим галузям науки, а також до техніки й військової справи необхідно було уточнити й привести в струнку систему її основні поняття. Завдяки аксіоматиці теорія ймовірностей стала абстрактно-дедуктивною математичною дисципліною, тісно пов'язаної з теорією множин, а через неї - з іншими математичними дисциплінами. Це обумовило небувалу широту досліджень по теорії ймовірностей, починаючи від хазяйновито – прикладних питань і закінчуючи самими тонкими питаннями кібернетики. Перші роботи цього періоду пов'язані з іменами Бернштейна, Мизеса, Бореля. Остаточне встановлення аксіоматики відбулося в 30-ті роки XX ст., коли була опублікована, і одержала загальне визнання аксіоматик  а А.Н. Колмогорова.
[image: image988.wmf]m

m

n

m

n

P

A

C

=


[image: image1028.jpg]Xin puribpuaHoro
CxpeulyBaHHA
ropoxy nociBHoro
y BUrNaai pewitku
MeHHeTa

HOoMiHaHTHI cCTaHu o3Hak:

XOBTUI KONIp,
rnafeHbka noBepxHs
HaciHHA

PeuecusHi ctanu o3Hak:

3eneHun konip,
3MOpLIKyBaTa
nosepxHa

\_

4 1l

5

OO0 6 6

5

> »
o 0
o @





Андрій Миколайович Колмогоров
В останній час намітилися нові підходи до основних понять теорії ймовірностей. Про це свідчить поява теорії надійності, теорії інформації, теорії масового обслуговування й т.п.

Ми ж розглянемо динаміку розвитку визначення поняття ймовірності; такого поняття в теорії ймовірностей, як математичне очікування, а також відомого закону великих чисел.

Простеживши розвиток цих понять від найпростіших уявлень до закінчених і обміркованих їхніх форм, ми зможемо глибше зрозуміти їхній зміст, що, безсумнівно, важливо з методичної точки зору.

Д. Кардано (1501–1576 р.) у своїй роботі «Книги про гру в кості» впритул підійшов до визначення поняття ймовірності через відношення рівно можливих подій [1].

«Отже, є одне загальне правило для розрахунку: необхідно врахувати загальне число можливих випадань і число способів, якими можуть з'явитися дані випадання, а потім знайти відношення останнього числа до числа можливостей, що залишилися, випадань; приблизно в такій же пропорції визначаються відносні розміри ставок для того, щоб гра йшла на рівних умовах».

Кардано в цьому уривку говорить, що якщо можливе число випробувань дорівнює n, а число сприятливих випробувань – m, те ставки повинні бути у відношенні 
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 (мова йде про поділ ставки, тому що вчених того часу дуже хвилювало це питання, багато хто з них намагалися вирішувати цю задачу).

У роботах Л. Пачоли, Н. Тарталья робиться спроба виділити нове поняття ймовірності – відношення шансів – при рішенні ряду специфічних задач, насамперед комбінаторних.

Треба відзначити, що поняттям ймовірності активно користувалися вчені того часу, не визначаючи його а розуміючи його інтуїтивно. Паскаль і Ферма в листах один одному використовували поняття ймовірності в схованій формі, не визначаючи його в конкретне визначення.

Гюйгенс (1629–1695 р.) у своїй книзі «Про розрахунки в азартних іграх» виділив поняття «шанс», що по суті, є ще не дуже усвідомлене поняття ймовірності [2]. У введенні Гюйгенс пише: «Хоча в іграх, заснованих на чистому випадку, результати є невідомими, однак шанс гравця на виграш, або на програш має певну вартість. Наприклад, якщо хто-небудь тримає парі, що він викине при першому киданні однієї кістки шість очок, те невідомо, чи виграє він або програє, але що є певним вирахуванням це те, наскільки його шанси програти парі перевершують його шанси на виграш парі».

Т. Байес (1702–1761 р.) у своїй роботі, опублікованої в «Філософських працях» за 1763 р. Р. Прайсом за назвою «Досвід рішення задачі по теорії ймовірностей покійного високоповажного містера Байеса, члена Королівського суспільства, повідомлено містером Прайсом у листах Джонові Кентону, магістрові мистецтв, члену Королівського суспільства» увів поряд з іншими визначеннями й визначення поняття ймовірності. Байес формулює наступні визначення.

1. Кілька подій є несумісними, якщо настання одного з них виключає настання інших.

2. Події, що виключають одина одну, якщо одна з них повинна наступити, але обоє одночасно наступити не можуть.

3. Говорять, що подія не відбулася, якщо вона не наступає або, якщо наступає подія, що її виключає.

4. Говорять, що подія визначена, якщо вона наступила або не наступила.

5. Ймовірність якої-небудь події є відношенням значення, що дається очікуванню, пов'язаному з настанням події, і значенням очікуваної в цьому випадку прибутку.

6. Під шансом я розумію те ж саме, що й під Ймовірністю.

7. Події є незалежними, якщо настання одного не зменшує й не збільшує ймовірності інших [1,2].

Деякі із цих визначень, наприклад 1 і 7, майже повністю збігаються із сучасними. Визначення ж імовірності не відрізняється ясністю, можливо тому, що у формулюванні використовується невизначене поняття: «значення очікування, пов'язаного з настанням події».

Кондорсе (1743–1794 р.), відомий політичний і суспільний діяч буржуазної французької революції, займався питаннями теорії ймовірностей. У своїй роботі «Suite du Memoire sur le calcul des Probabilites» Кондорсе намагався поряд з імовірністю ввести поняття «властиво ймовірність» [1,2].

«Не слід розуміти під властиво ймовірністю події відношення числа сполучень, що мають місце, до загального числа сполучень. Наприклад, якщо з 10 карт витягаться одна карта й свідок говорить, що це була саме така карта, то властиво ймовірність цієї події, яку потрібно зіставити з ймовірністю, що народжується зі свідчення, що буде 
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, а є ймовірність дістати цю карту переважно, чим іншу яку-небудь певну карту, і тому що всі ці ймовірності однакові, то властиво ймовірність буде в цьому випадку 
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…

У випадку, коли витягаться одна з десяти карт, число сполучень, при яких витягається яка-небудь певна карта, є одиниця й число сполучень, при яких буде витягнута яка-небудь інша певна карта, теж є одиниця, виходить, властиво ймовірність виразиться – 
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Поняття властиво ймовірності необґрунтовано. Його протиставлення поняттю ймовірності чисто суб'єктивне й математично нічим не підтверджено. Можливо саме тому в науці воно не збереглося.

До XVIII в. поняття ймовірності вже дуже активно використовувалося при розв’язуванні різних задач.

Л. Ейлер (1707–1783 р.), досліджуючи різні лотереї, які пропонували Прусському королю Фрідріху II для поповнення скарбниці держави, користувався саме класичним визначенням імовірності.

І.2.  Поява класичного означення поняття ймовірності

П. Лаплас (1749–1827 р.) у своїх лекціях за назвою «Досвід філософії теорії ймовірностей» уводив наступне класичне визначення ймовірності: ймовірність P(A) події A рівняється відношенню числа можливих результатів випробування, які сприяють події A, до числа всіх можливих результатів випробування. У цьому визначенні передбачається, що окремі можливі результати випробування рівно можливі [1,2].

Цьому визначенню ймовірності Лаплас додав суб'єктивний зміст, увівши принцип недостатності або відсутності підстав. Цей принцип полягає в тому, що якщо ймовірність події невідома, то ми для її значення призначаємо деяке число, що нам представляється розумним. У випадку, якщо ми маємо кілька подій, які становлять повну систему, але не знаємо ймовірності кожної події окремо, то ми вважаємо, що всі ці події рівно можливі.

Магістр філософії Сигізмунд (Зигизмунт) Ревковський (1807–1893 р.) в 1829/30 р. уперше в Росії став читати курс теорії ймовірностей. Ймовірність він називав мірою надії, величиною надії й давав їй класичне визначення.

Н.И. Лобачевский серйозно займався теорією ймовірностей. У своїй роботі «Нові початки геометрії з повною теорією паралельних» він визначає ймовірність, випливаючи Лапласові: «під словами ймовірність розуміють зміст числа добрих нагод до числа всіх випадків разом». Рівно можливість випадків, мабуть, малася на увазі Лобачевским.

Професор математики Московського університету Зернов Н.Е. (1804–1862) у своїй мові «Теорія ймовірностей, з додатком переважно до смертності й страхування», що була видана в 1843 р., увів визначення ймовірності [image: image7.png]


 і цікаве визначення поняття відносної ймовірності.

«Імовірність подій, розглянутих у такому виді, начебто інші події зовсім не мали місця, називається ймовірністю відносного. Відносна ймовірність якої-небудь події дорівнює частці, що пішла від ділення самостійної ймовірності тієї ж події на суму цієї останньої ймовірності й протилежної їй, також самостійної».

Це визначення супроводжується прикладом. У посудині є 3 червоних, 1 чорна, 2 білих кулі. Ймовірність витягнути червону кулю 
 [image: image9.png]


 – це всі ймовірності самостійні. Тримають парі  щодо появи білої або чорної кулі, не звертаючи уваги на червоні. Ймовірність виграти парі на білій кулі – [image: image11.png]


, на чорному – [image: image13.png]


. 

І.3. Теорія ймовірністі і математичне очікування

Великим представником російської теорії ймовірностей був М.В. Остроградський. У своїй статті «Про страхування», опублікованої в журналі «Фінський вісник» в 1847 р., Остроградьский трактує поняття ймовірності із суб'єктивних позицій, як міру впевненості суб'єкта, що пізнає, [1].
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Він докладно говорить про те, що ймовірність є міра нашого незнання, що це суб'єктивне поняття, що в ймовірності в суб'єктивному світі немає ніякої відповідності, що увесь світ детерминистичен і випадкового в ньому ні, є тільки те, що ми не знаємо або не пізнали, що ми й називаємо випадковим.

«Якщо явище зовсім залежить від декількох інших явищ або випадків, з яких одні можуть його зробити, інші йому протилежні, і якщо притім всі ці випадки такі, що для нас, ми повторюємо, немає причини одній з них переважати іншу, то ймовірність очікуваного явища виміряється дробом, який чисельник дорівнює числу випадків, що доставляють явище, – а знаменник числу всіх випадків». Це твердження збігається з так званим класичним визначенням Лапласа із тлумаченням рівної можливості, як недостатності підстав давати перевагу одним подіям перед іншими. Розглядається приклад. В урні перебуває 5 куль (3 білих і 2 чорних), з неї витягують одну кулю. Яка ймовірність того, що ця куля буде білою? Щодо цього прикладу Остроградський пише: «П'ять куль перебувають у вазі; немає ніякої причини думати, що одина з них потрапить у руку скоріше, від іншої. Говорячи, немає ніякої причини, розуміємо, що її немає для нас, – вона є, але зовсім нам невідома.… І як ми не можемо дати одній кулі перевага перед іншим, те всі кулі представляють для нас випадки рівно можливі. Той, хто знав би розташування куль в урні й міг би обчислити рух руки, що виймає, той сказав би наперед, яка саме вийде куля, - для нього не було б ймовірності.

Якби для нас, справді, не було причин вийняти таку-то куля, а не іншу, тоді поява кулі була б дійсно неможливою, як неможлива дія без причини.

Ми повторюємо, що ймовірність і однакова можливість випадків, і міра ймовірності існують тільки для нас. Для істот же всевідаючих, тобто відомості, що має всі, про всі явища, ймовірність не може мати не тільки міри, але й ніякого значення.

Це висловлення є типовим висловленням у дусі механічного детермінізму, що був у той час широко розповсюджений у теорії ймовірностей.

І. 4. Заради чого необхідно викладати теорію ймовірностей?
На перший погляд зда​ється, що точну відпо​відь на це питання мож​на дати лише в тому випадку, якщо відомо, в якій формі і на якому рівні здійснюється вик​ладання теорії ймовірностей. Тим паче, деякі загальні твер​дження на цю тему можливо висловити без яких би там не було уточнюючих припущень. Мається на увазі головні цілі вик​ладання теорії ймовірностей. Саме їх, на мою думку, пови​нен ставити перед собою кож​ний, хто викладає будь-який розділ теорії ймовірностей, хоча наголоси, зрозуміло, мо​жуть варіюватися залежно від типу навчального закладу. Отже, я вважаю, що при ви​борі головних цілей будь-яко​го курсу теорії ймовірностей належить керуватися такими мотивами:

A) Теорію ймовірностей необхідно викладати тому, що вона відіграє важливу роль у розвитку мислення учнів.

Б) Теорію ймовірностей не​обхідно викладати тому, що її висновки знаходять застосу​вання у повсякденному житті, науці, техніці тощо.

B) Теорію ймовірностей не​обхідно викладати тому, що вона має важливе, ні з чим незрівнянне значення для ма​тематичної освіти.

Прокоментуємо коротко ці аргументи.

А) Ознайомлення з основними поняттями теорії ймовірностей необхідне для того, щоб ми могли пізнавати оточуючий світ і створювати одну з науко​во обгрунтованих картин цього світу. Викладання будь-якого розділу математики благодат​но позначається на розумово​му розвитку учнів, оскільки прищеплює їм навички ясного логічного мислення, що оперує чітко визначеними поняттями. Все сказане про викладання будь-якого розділу математики в повному обсязі стосується і викладання теорії ймовірнос​тей, але навчання «законам ви​падку» грає дещо більшу роль і виходить за межі звичайного. Слухаючи курс теорії ймовір​ностей, учень пізнає, як засто​совувати прийоми логічного мислення в тих випадках, коли необхідно мати справу з невиз​наченістю (а такі випадки ви​никають на практиці).

Вивчення теорії ймовірнос​тей належним чином впливає і на характер учнів, наприклад, розвиває хоробрість, оскільки дає змогу зрозуміти, що при певних обставинах невдачі можна віднести до випадковос​тей і, отже, зазнавши невдачі, зовсім не варто відмовлятися від боротьби за досягнення поставленої мети. Люди, що знаходяться на низькому рівні розвитку, схильні до надмірної недовірливості: яка би біда не трапилась з ними, вони схильні приписувати її чиємусь злому наміру, навіть якщо подібні твердження позбавлені найменших підстав. Поясню​ється це необізнаністю з таким поняттям, як випадковість. Викладання теорії ймовірнос​тей може принести безперечну користь, оскільки дозволяє остаточно порвати з пережит​ками магічного мислення кам'яного століття. Вивчаючи теорію ймовірностей, люди стають більш доброзичливими і толерантними до оточуючих, і, отже, легше вписуються в життя суспільства.

Б) У повсякденному житті нам постійно доводиться зус​трічатися з випадковістю, і те​орія ймовірностей вчить нас, як діяти раціонально з ураху​ванням ризику, пов'язаного з прийняттям окремих рішень. Гарним прикладом застосуван​ня теорії ймовірностей у пов​сякденному житті може слугу​вати вибір найбільш доцільної форми страхування. При пла​нуванні сімейного бюджету або подорожі за кордон часто до​водиться оцінювати витрати, які, у певній мірі, мають ви​падковий характер. Ці прикла​ди показують, що ознайомлен​ня на тому чи іншому рівні із законами випадку необхідні кожному.

Застосування теорії ймовір​ностей у науці, техніці, еконо​міці тощо набуває раз у раз зростаючого значення. Саме тому у все більшого числа лю​дей в процесі роботи виникає необхідність у вивченні теорії ймовірностей. Зрозуміло, обсяг курсу теорії ймовірностей за​лежить від типу навчального закладу. Але не треба забувати й про інше: сучасна освічена людина, незалежно від про​фесії і роду діяльності, повин​на мати принаймні загальне уявлення про те, що таке атом​на енергія, радіоактивність, ге​нетика і т. ін. Перелік необ​хідних знань включає в себе і ознайомлення, нехай навіть суто поверхове, з найпростішими поняттями теорії ймо​вірностей. Нині, коли прогноз погоди містить повідомлення про ймовірність дощу завтра, кожен повинен знати, що власне це означає.

В) Вивчення теорії ймовір​ностей сприяє кращому розу​мінню взаємозв'язків між дій​сністю і математикою, матема​тичних моделей дійсності. Якщо в курсі математики тео​рія ймовірностей обминається повною мовчанкою, то в уч​нів складається невірне уяв​лення про істинний характер математики та її застосування. Люди, не знайомі з теорією ймовірностей, поділяють по​милкову думку, нібито матема​тичні методи можна застосо​вувати лише в тих випадках, коли йдеться про прості й точні залежності між величинами, які можна точно виміряти і об​числити. Нерідко можна почу​ти і твердження, наче матема​тичні методи непридатні для вивчення і опису тих або інших явищ, через те що ті «дуже складні». Подібний забобон живе в свідомості людей, які не вивчали ні математику, ні, тим паче, теорію ймовірностей. Саме ті, хто дотримується цих докорінно невірних поглядів, до недавнього часу перешкод​жали (принаймні, у деяких країнах) застосуванню мате​матичних методів в еконо​міці, соціології, біології, психології та інших галузях науки. Не можна не згадати й про думку тих, хто вважає, що вик​ладання теорії ймовірностей не виходить за межі програм з математики в учбових закладах середнього або нижчого рівня. Ця думка узгоджується з інши​ми сучасними тенденціями у викладанні математики, що легко пояснити: її поділяють ті, хто викладає теорію ймовір​ностей і своєю діяльністю ре​алізує нові тенденції. Цілком очевидно, що викладання теорії ймовірностей спрощу​ється, якщо учні заздалегідь ознайомлені з теорією множин. З іншого боку, вивчення теорії ймовірностей дає чудову наго​ду для більш ґрунтовного і гли​бокого ознайомлення як з те​орією множин.
1. 5. Експериментальна комбінаторика для молодших школярів

Не маючи ймовірнісних понять, діти мають деформовану уяву про математику, вважаючи, що між «істинним» та «хибним» більше нічого немає! Але ж пізніше вони обов'язково виявляють існування цілої області математики, яка ба​зується на понятті «Може бути!». Саме тут математика торкається повсякденного життя набагато тісніше, ніж цьому традиційно вчать у школі, і саме тому більшість фахівців у галузі шкільної матема​тики вважають необхідним введен​ня до шкільного курсу елементів теорії ймовірностей та математич​ної статистики. Звичайно, це пи​тання досить складне і не може бути вирішене одностайно та мит​тєво, адже ймовірність — розділ вищої математики і доступність її для школярів — питання сумнів​не. Тут слід звернутися до світово​го досвіду, і неможливе стане ймо​вірним! Все, що необхідно зроби​ти — це майстерно пов'язати тео​рію ймовірності зі світом дитини... Насправді, зробити це неваж​ко, адже навкруги нас легко знай​ти безліч ситуацій, які можуть по​служити поштовхом до глибоких міркувань, досліджень, висновків. Мета вчителя — використати ці си​туації для навчання, і, зрозумівши необхідність та можливість вивчен​ня ймовірності, продумати кожен крок цього шляху.

У багатьох країнах світу знайомство з теорією ймовірностей починають з вивчення комбінато​рики. Комбінаторика — важливий інструмент для підготовки до фор​мування ймовірнісного мислення учня. Раніше її розглядали як ще один гальмуючий фактор у вив​ченні ймовірностей, але останній досвід, набутий в різних країнах світу, показав, що комбінаторику можна ввести навіть до початко​вого етапу навчання. Вона не по​требує ніяких попередніх знань і може бути легко пов'язана з ціка​вими заняттями.

Перше знайомство з комбіна​торикою буває для учнів досить складним та неприродним, якщо воно починається з введення од​ночасно багатьох далеко не еле​ментарних понять і визначень, ба​зується на теорії множин, розумін​ня якої традиційно складне навіть для старшокласників.

Але це знайомство може відбу​ватися набагато раніше, ніж у 10 — 11 класі і більш природнішим шля​хом. Важливо максимально по​єднати принципи доступності та науковості у вивченні такого на​прочуд цікавого та розвиваючого розділу математики, як комбінато​рика.

Узагальнюючи досвід навчан​ня з предмета, я пропоную розбити вивчен​ня комбінаторики на етапи.

I етап: експеримент — дослід​ження та узагальнення отриманих результатів. Побудова та визначен​ня різних комбінаторних моделей відповідно до змісту задачі.

II етап: розв'язання найпрості​ших задач дедуктивним методом. Вивчення принципів додавання та множення. Означення основних понять комбінаторики.

III етап:  вивчення основних формул комбінаторики та   засто​сування їх до розв'язання задач різних рівнів складності.

Слід зазначити, що третій етап такої схеми є традиційним для вив​чення у факультативних курсах та в старших класах спеціалізованих профільних шкіл. Він забезпече​ний досить багатим дидактичним, методичним та теоретичним мате​ріалом. На жаль, про перший та другий етапи вивчення комбінато​рики такого сказати не можна, тому докладніше спи​нимося саме на них.

Почнемо з першого, експериментально-дослідницького, етапу.

В зв'язку з можливістю досліджувати комбінаторика займає, безумовно, привілейоване стано​вище в математичній освіті. Але для того, щоб дати поштовх дитині до певних ідей, потрібні спе​цифічні засоби. По-перше, необ​хідно добрати цікаві задачі експе​риментального характеру; по-дру​ге, ввести елемент змагання. Перші заняття повинні бути жи​вими і збуджувати природну цікавість дитини, не відриваючи її від дійсності.

Комбінаторна задача на першо​му етапі, як правило, полягає в тому, щоб з'ясувати:

1)  існують чи не існують деякі множини з заданими властивостями;

2) об'єднати їх у відповідні кла​си та перерахувати.

Учні завжди можуть почати таке дослідження з експериментів, а, проводячи самостійні численні досліди, дитина поступово прихо​дить до відкриття багатьох понять, причому попередніх знань це не потребує. Для експериментів мож​на використовувати об'єкти з жит​тя: самих учнів, 'їхні прилади, спеці​ально підготовлені технічні засоби.

Вивчення комбінаторних задач доцільно розпочинати з введення загального поняття комбінаторної моделі. На цьому етапі, звичайно, слід уникати означень та форму​лювань; дітям досить зрозуміти, що модель — це «переклад» задачі з літературної мови на мову комбі​наторних понять.

Метою вчителя є ознайомити учнів з тим, що комбінаторні мо​делі розрізняються за такими ти​пами :

1.   Розміщення без повторень (зокрема перестановки).

2. Розміщення з повтореннями.

3.  Комбінації (сполучення) без повторень.

4. Комбінації з повтореннями.

Моделі можна наповнити жит​тям, конкретизувавши їх. Для цьо​го можна використати фішки, же​тони, бусинки, букви алфавіту, цифри, різнокольорові малюнки, точки, тощо.

Розглянемо дослід 1.

Задача: побудувати якомога більше послідовностей (наборів) трьох точок, використовуючи три кольори: червоний, жовтий, синій. Додаткова умова: в кожній по​слідовності повинно бути викори​стано

1)  всі три кольори;

2)  не всі три кольори;

3)  лише один колір;

4)  не більше двох кольорів;

5)  всі три кольори, але почи​наючи з червоного;

6)  не обов'язково всі кольори, але другий жовтий; і т.д.

Проводити цей дослід пропонується у вигляді командної гри. Для нанесення точок можна використовувати спеціальні неве​ликі дошки, або аркуші паперу. Виграє та команда, яка побудує найбільшу кількість послідовнос​тей, задовільняючих умові (а кра​ще — всі), швидше за інших. Ре​зультат бажано записувати на дошці і зберігати до кінця гри.

Мета проведення досліду:

1.  Організувати систематичний пошук елементів певної моделі.

2.  Спробувати знайти всі еле​менти моделі.

3. Навчитися групувати еле​менти загальної моделі за певни​ми характеристиками.

4.  Перше знайомство з понят​тям «відношення порядку».

5.   Спробувати визначити тип кожної моделі.

6. Проаналізувати результат експерименту, порівнюючи кількість побудованих послідовно​стей для кожної моделі та спробу​вати зробити висновки.

Наступним кроком у навчанні може стати дослід 2.

Задача: скласти всі можливі послідовності з жетонів трьох ко​льорів за таких умов: 

	Використано три         жетони
	Порядок кольорів           враховуємо
	Кольори можуть повторюватись

	Використано два        жетони
	Порядок кольорів не       враховуємо
	Кольори не можуть повторюватись


Ця загальна схема дає мож​ливість сформулювати вісім задач різних типів.

Мета проведення досліду:

1.   Навчитися чітко визначати тип моделі за   умовою задачі.

2.   Навчитися  визначати  всю множину розв'язків задачі.

3. Порівняти результати (кіль​кість послідовностей) для кожної моделі та зробити висновки. Якій моделі відповідає найбільша кількість послідовностей? Чому?

На цьому етапі вже можна вве​сти поняття комбінації елементів, замінюючи ним поняття «по​слідовність» або «набір» та «кіль​кість комбінацій». Дуже швидко перерахування кількості можливих комбінацій стане задачею більш важливою, ніж ефективна побудо​ва самих комбінацій.

Іншим типом експерименту є гра з фішками двох кольорів.

Дослід 3.

Задача: побудувати по​слідовність (комбінацію) з чотирь​ох фішок, якщо маємо:

1)  дві сині та дві червоні;

2)  три сині та дві червоні;

3)  три червоні та дві сині; і таке інше.

Організація експерименту.

Діти будують послідовності по черзі. В кінці кожного варіанту гри доцільно підрахувати всі побудо​вані комбінації, проаналізувати тип отриманої моделі. (Від того, як оформити гру, суттєво залежить можливість включення в неї різно​го роду стимулів. У такій грі праг​нення до виграшу породжує праг​нення до систематизації).

Можна також будувати по​слідовності жетонів або фішок за допомогою жеребкування: діти навмання витягають набір жетонів з ящика, потім вони повинні вирі​шити, чи складають ці жетони нову послідовність.

Мета досліду.

1.  Створити характерну модель комбінацій з повторенням.

2.  Систематизувати пошук но​вих комбінацій.

3. Спробувати зробити узагаль​нюючий висновок про кількість комбінацій в кожному випадку.

Провівши ці та аналогічні досліди, учні зможуть:

- зрозуміти деякий набір пра​вил та визначити, чи відповідає йому задана комбінація;

- розрізняти, чи є комбінація новою, чи повторює стару;

- виявити всі комбінації, які відповідають правилу (умові за​дачі);

- намагатися зрозуміти, чому на цій стадії неможливо знайти нову комбінацію.

Найбільш складною та цікавою для учнів на дослідницькому етапі є так звана «відкрита ситуація»:

Дослід 4.

Задача: з набору різнокольоро​вих жетонів (наприклад, один синій, два жовтих, три білих) виб​рати пару. Скількома способами це можна зробити?

Зауваження. В залежності від обраних правил, відповіддю може бути будь-яке з чисел: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 11, 15, 22, 26.

Організувати проведення екс​перименту можна в такий спосіб: одна команда формулює нову за​дачу, друга — шукає її розв'язок. Можна також створювати умову задачі за відомим результатом, по​передньо проаналізувавши ситуації (в якому випадку буде більше ком​бінацій? а коли менше? якому типу відповідає кожна задача?). Базуючись на загальній моделі, можна скласти велику кількість цікавих завдань, залучивши фан​тазію учнів та вчителя.

Мета досліду.

1.  Активізувати та узагальнити набуті раніше знання учнів.

2.  Закріпити вміння встанов​лювати тип комбінаторної задачі та розв'язувати її.

3.  Змінити акцент у розв'язу​ванні комбінаторних задач в бік пошуку кількості комбінацій.

4. Зробити узагальнюючі виснов​ки про структуру кількості комбінацій для різних типів задач (моделей).

Аналогічні досліди мож​на проводити, використовуючи букви алфавіту, цифри, олівці, навіть самих учнів, розділяючи їх на групи за певними ознаками.

Проведений таким чином пер​ший етап дасть учням, крім набутих базових знань та значного розширен​ня математичного світогляду, відчут​тя «приємного знайомства» з комбі​наторикою, як частиною суттєво но​вого розділу математики.
І. 6. Методика викладання теорії ймовірностей
Незважаючи на те, що теорія ймовірностей та комбінаторика включені до шкільних програм, дискусійним залишаєть​ся питання змісту цих розділів та методики їх викладання.

Головною метою розділу «Елементарна тео​рія ймовірностей» має бути часткова ліквідація «стохастичної безграмотності», що передбачає:

• сформувати розуміння детермінованості й випадковості;

• ознайомити учнів з основними поняттями та ідеями цього розділу математики, показати його логічну будову, сформувати цілісне уявлен​ня про нього;

• простежити історичний розвиток теорії ймо​вірностей;

• допомогти усвідомити, що багато законів природи й суспільства носять ймовірнісний ха​рактер, що багато реальних явищ і процесів можна добре описати ймовірнісними моделя​ми;

• переконати, що теорія ймовірностей має важливе значення для математичної освіти.

Але досягти цього можна лише базуючись на вивченні певного навчального матеріалу. Тому наступне запитання, на яке необхідно дати відповідь, стосується змісту розділу «Елементарна теорія ймвірнотсей”.

Досвід показує, що при першому ознайом​ленні з основними поняттями теорії ймовірно​стей необхідно уникнути двох крайностей: не можна викладати теорію ймовірностей як абст​рактну систему, яка відірвана від реальної дійсності, і не можна подавати теорію ймовір​ностей як систему готових правил, у які зали​шається лише підставити числові дані.

Узагалі, при відборі матеріалу для первинно​го ознайомлення з предметом або розділом, крім урахування загальноосвітньої значимості, при​кладної цінності та можливості формувати пра​вильне світорозуміння, слід дотримуватися ос​новних принципів навчання, зокрема:

1. Принципу концентризму, який вимагає, щоб при першому ознайомленні з предметом або розділом той, хто навчається, отримав про нього нехай і не повне, але всебічне й цілісне уявлення.

2.  Принципу науковості, згідно з яким роз​глядуваному матеріалу необхідно дати таке трак​тування, яке в подальшому можна розвинути, узагальнити й отримати сучасний виклад.

3.  Принципу доведення викладання до ко​рисних результатів. Згідно з цим принципом не варто вивчати теорію ймовірностей, якщо це вивчення обмежене самими простими комбіна​торними задачами і не дійде до найпростішої форми закону великих чисел.

4.  Принципу доступності. При першому ознайомленості з основними поняттями теорії ймовірностей спочатку необхідно розглянути диск​ретний випадок.

Тож при першому ознайомленні з основними поняттями теорії ймовірностей необхідно передбачити розумне поєднання життєвого дос​віду, строгості й доступності.

На наш погляд, при вивченні елементарної теорії ймовірностей доцільно починати вивча​ти і випадкові величини, ознайомитися з роз​поділом таких величин та з їхніми числови​ми характеристиками.

Завершити вивчення розділу «Елементарна теорія ймовірностей» необхідно нерівністю Чебишева та найпростішою формою закону вели​ких чисел (теоремою Бернуллі).

Розділ ІІ. Елементи комбінаторики.

ІІ. 1. Поняття множини. Операції над множинами.

Мета: Ввести поняття множини та її елементів, ознайомити з видами множин та операціями над ними. Навчити виконувати зазначені операції.

Обладнання: Опорний конспект, кольорова крейда.

Тип уроку: Пояснення нового матеріалу.

Хід уроку
1. Організація класу.

2. Пояснення нового матеріалу.

Недостатньо мати тільки хороший 

розум, а головне – це добре його застосовувати.

                                                               Р. Декарт.

Найважливіша задача цивілізації – 

навчити людину міркувати.

                                                              Т. Едісон.

Поняття множини належить до первісних понять математики, якому не дається означення. Множину можна уявити як сукупність, зібрання деяких предметів, об’єднаних за певною характеристичною ознакою. Наприклад, множина учнів класу, множина цифр десяткової нумерації 
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, множина натуральних чисел, множина зерен у даному колосі, множина літер українського алфавіту, множина точок на прямій і т.д.

Предмети, з яких складається множина, називаються її елементами і позначаються малими літерами латинського алфавіту. Наприклад, а = 5 – елемент множини цифр десяткової нумерації. Для позначення множини використовують великі літери латинського алфавіту або фігурні дужки, всередині яких записуються елементи множини. При цьому порядок запису елементів не має значення. Наприклад, 
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Множини бувають скінченні і нескінченні.

Скінченні  - міститься скінчена кількість елементів, виражається скінченим числом.

Нескінченні – нескінченна кількість елементів. Наприклад, множина натуральних чисел, множина точок прямої.

Множина, в  якій немає жодного елемента, називається порожньою і позначається символом (.
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Множину задають такими основними способами:

1) переліком всіх елементів;

2) описом характеристичної властивості її елементів.

Означення: Дві множини називаються рівними, якщо вони складаються з тих самих елементів.

Наприклад,         х2 = 25;                  (х(= 5;

                        Х = (-5; 5 (;           У = (-5; 5 (,  Х = У.
Означення:  Перетином множин А і В називається множина С, яка складається з усіх тих елементів і лише тих, які належать кожній з даних множин А і В.

Наприклад: А = (1, 2, 4, 8, 16, 32( - множина всіх дільників числа 32;

В = (1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24( - множина всіх дільників числа 24;

С = (1, 2, 4, 8( - множина спільних дільників чисел 24 і 32.

Схематично переріз множин можна зобразити:
[image: image20.jpg]C=ANB C=ANB=>g




Означення:  Об’єднанням (або сумою) двох множин А і В називається така множина С, яка складається з усіх елементів множин А і В, і лише з них.

Позначається С = АUВ.

Наприклад: А = (1, 2, 3, 4( - множина А;

В = ( 3, 4, 5, 6( - множина В;

С = (1, 2, 3, 4, 5, 6( - множина С.

Схематично об’єднання множин можна зобразити:
[image: image21.jpg]C=AUB C=AUB




Означення:  Різницею (відніманням) двох множин А і В називається така множина С, яка складається з усіх елементів множини А, які не належать множині В.

Позначається С =А\В.

Наприклад: 

1. А = (5, 6, 8, 12(, В = (5, 6(, С = А\В  = (8, 12(.

2. А = (5, 6, 8, 12(, В = (1, 2, 8, 12(, С = А\В  = (5, 6(.

3. А = (5, 6(, В = (5, 6, 12(, С = А\В  = (5, 6, 12(.
4. А = (5, 6(, В = (5, 6, 12(, тобто В(А, тоді С = А\В  = (.
У випадку, коли А(В, то різниця  
[image: image22.wmf]B
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 називається  доповненням множини В відносно множини А і позначається  САВ.

         Схематично різницю множин можна зобразити:
[image: image23.jpg]C=A\B
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3. Розв’язування задач.

1.(96) Записати множини, перелічивши їх елементи:

а) додатні числа, кратні 7 і менші від 60;

б) розв’язки рівняння х2 – 3х – 10 = 0.

Розв’язання.

а) М = {7; 14; 21; 28; 35; 42; 49; 56}.

б) А = {-2; 5}.

2.(97). Записати всі підмножини множини М = {5; 12; 6}.

Розв’язання.

{Ø}, {5}, {12}, {6}, {5; 12}, {5; 6}, {6; 12}, {5; 12; 6}.

3.(98). Знайдіть об’єднання і перетин множин розв’язків рівнянь:

х2 – 3х + 2 = 0 і х2 – 1 = 0.

Розв’язання.

Х = {1;2} – множина розв’язків 1-го рівняння,

У = {-1; 1} – множина розв’язків 2-го рівняння.

А = ХUУ = {-1; 1; 2} – об’єднання;

В = Х∩У = {1} – перетин;

С = X\Y = {2} - різниця;

D = X\Y  = {-1} – різниця.
4.(99). Знайти різниці А\В  і B\A, якщо

А = {а, b, с, d} і В = {b, d, p, q, r}.

Розв’язання.

А\В = {а, с}; B\A = {p; q; r}.

5.(100). Нехай А – множина цілих чисел, що діляться на 4, В - множина цілих чисел, що діляться на 3. Які з чисел 9, 0, -24, -53, 128, 
1 242 048 входять у множину АUВ?

Розв’язання.

А = {-8, -4, 0, 4, 8, 12, 16, 20, ... } = {4k};

В = {-12, -9, -6, -3, 0, 3, 6, 9, 12, ...} = {3k};

АUВ = {4k; 3k}; АUВ = {9, 0, -24, 128, 1 242 048}.

6.(101). Нехай А – множина, що складається з 20 студентів, які потребують проїзних квитків на тролейбус, В – множина проїзних квитків на тролейбус. Чи А = В? Обґрунтувати відповідь.

Розв’язання.

А = {1; 2; 3; 4; ... ; 20} – множина студентів;

В = {1; 2; 3; 4; ...; 20; ...} – множина квитків на тролейбус.

Оскільки в даних множинах різні елементи, то 
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9.(104). Нехай N = {натуральні числа}, D = {додатні раціональні числа}, P = {прості числа}, S = {додатні непарні числа}. Чи правильне твердження 
“P(  (S∩N)
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D”?

Розв’язання.
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S∩N = {додатні непарні числа} = S

(S∩N)UD = {додатні раціональні числа} = D.

[image: image990.wmf]n

n

n

n

n

n

n

n

n

m

m

n

m

n

n

n

n

n

n

n

n

b

a

C

b

a

C

b

a

C

b

a

C

b

a

C

b

a

C

b

a

C

b

a

0

1

1

1

2

2

2

2

2

2

1

1

1

0

0

...

...

)

(

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

-

-

-

-

-

-

-

P(  (S∩N)UD – правильне.
10.(105). Якщо А(  В(  С, то чи правильні твердження:

а) 
[image: image27.wmf]C
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; б) A\C = B\C; в) C\B = C\A?

Розв’язання.
а) Так.

б)  б) A\C = (, B\C = (.

Отже, A\C = B\C.

Так.

в)  Ні.
[image: image28.jpg]C\B C\A




Відповідь: а) так; б) так; в) ні.

Правило об’єднання
Довести, що для кожних скінченних множин А і В справедливо:
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де n(А) – кількість елементів множини А, n(В) – кількість елементів множини В, n(АВ) – кількість спільних елементів множин А і В .

Доведення.

Із означень об’єднання і доповнення випливає, що
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Для кожних скінченних множин А і В. За правилом додавання  і віднімання маємо
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Правило об’єднання для трьох: Довести, що для кожних скінченних множин А, В і С справедливі рівності:
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Доведення.
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Розв’яжемо задачі на використання цих правил.

Задача 1. Лекції з фізики відвідують 20 студентів, а лекції із астрономії – 30. Скільки студентів відвідують лекції із фізики, або астрономії, якщо:

а) ці лекції проходять в один і той же час.

б)  ці лекції проходять в різний час і 10 студентів слухають обидва курси.

Розв’язання.

А – студенти відвідують лекції з фізики                       n(A)=20

В - студенти відвідують лекції з астрономії                  n(B)=30.
а) Оскільки лекції проходять в один і той самий час то 
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, і за правилом додавання для двох множин маємо:
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б)  Оскільки лекції проходять в різний час, і 10 студентів слухають обидва курси , то
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Відповідь. а)50, б) 40.

Задача 2. В спеціалізованому спортивному магазині, який торгує лижами, лижними черевиками і лижними палками, за місяць було продано 1000 пар лиж, 500 пар черевиків і 500 пар палок. При цьому 400 пар лиж куплено разом з черевиками, 300 пар лиж – разом з палками, 200 пар черевиків – разом з палками, а 100 пар лиж – разом із черевиками і палками.

Скільки покупців відвідало магазин?

Розв’язання.

А – куплено лиж,                                              n(A)=1000, 

В – куплено лижних черевиків,                      n(B)=500,

С – куплено лижних палок,                             n(C)=500,

тоді 
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Використовуючи правило об’єднання трьох множин маємо:
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Відповідь. 1200.

Задача 3. На екзамені з математики було запропоновано три задачі: одна з алгебри, одна із геометрії, і одна із тригонометрії. Із 1000 абітурієнтів задачу з алгебри розв’язало 800, з геометрії – 700, тригонометрії – 600. При цьому задачі з алгебри та геометрії виконали 600 абітурієнтів, з алгебри та тригонометрії – 500, геометрії та тригонометрії – 400, а 300 абітурієнтів розв’язали всі задачі. Скільки абітурієнтів не розв’язали жодної задачі?

Розв’язання.

А – розв’язали задачі з алгебри,                                  n(A)=800, 

В – розв’язали задачі з геометрії,                                n(B)=700,

С – розв’язали задачі з тригонометрії,                        n(C)=600,

тоді 
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Використовуючи правило об’єднання трьох множин маємо:
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Хоча б одну задачу розв’язали 900 абітурієнтів, тоді жодної задачі не розв’язали 1000 – 900 = 100 абітурієнтів.
Відповідь. 100.

12(107). Якщо множина А містить n елементів, а множина В – 
m елементів, то в якому випадку множина АUВ буде містити m+n елементів?

Розв’язання.

Якщо множини А і В – різні, тобто А∩В = (.

4. Підсумок уроку.

5. Домашнє завдання.

Розділ 6. § 33, ст. 188 – 191, пит. 1 - 10 ст. 191. Впр. 102, 103 
[image: image52.wmf][

]
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 .

Розділ ХІІ. § 1, ст. 424 – 427, пит. 1 - 10 ст. 443. Впр. 7, 8 ст.444 
[image: image53.wmf][
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Домашнє завдання:

102(7). Знайдіть суму множин: а) А - {парні числа}, В - {натуральні степені числа 2};

б) М - {прості числа}, Р - {непарні числа}.

Розв’язання.

а) А = {0; 2; 6; 8; 10; 12; 14; 16 18; 20; ...} – множина парних чисел;

В = {2; 4; 8; 16; 32; ...} – множина натуральних степенів 2.

[image: image54.jpg]AUB=A MUP=Q




б) М = {2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; ...} – множина простих чисел;

Р = {1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15; 17; 19; ...} –множина непарних чисел.

Q = {1; 2; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15; 17; 19; ...}.

Відповідь: а) А; б) Q.

103 (8). Знайти: а) перетин множини М = {прості числа, менші від 40},  
 Р = {непарні числа, більші за 14}; 
б) різницю множин К = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} і L = {2, 4, 6}.

Розв’язання.

а) М = {2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37};

Р = {15; 17; 19; 21; 23; 25; 27; 29; 31; 33; 35; 37; 39; ...}.

N = М∩Р = {17; 19; 23; 29; 31; 37}.

б) K\L = {1, 3, 5, 7}.

Відповідь: а) {17; 19; 23; 29; 31; 37}; б) {1, 3, 5, 7}.

ІІ. 2. Сполуки без повторень. Перестановки.
Мета: Ввести поняття впорядкованої множини. Перестановки.

Обладнання:  Опорний конспект, кольорова крейда.

Тип уроку:   Комбінований.

Хід уроку.

1. Організація класу.
Девіз:

Сутність математики не в складних 

формулах і не у великому числі теорем,

а в розв’язанні великих питань...

простими засобами...

                                                  В. П. Єрмаков.

2. Актуалізація опорних знань учнів.
На дошці двоє учнів працюють над завданнями:
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Решта учнів відповідають на питання:

1. Навести приклади множин.

2. Які бувають множини за кількістю елементів? Як вони позначаються?

3. Як позначається належність в неналежність елементів певній множині?

4. Якими способами задаються множини? Навести приклади.

5. Які множини називаються рівними? Навести приклади.

6. Яка множина називається підмножиною даній множині? Навести приклади і записати їх символічно.

7. Що називається перетином двох множин? Навести приклади і записати їх символічно.

8. Що називається об’єднанням двох множин? Навести приклади і записати їх символічно.

9. Що називається різницею двох множин? Навести приклади і записати їх символічно.

10.  Що таке доповнення множини В відносно множини А? Навести приклади і записати їх символічно.

3. Пояснення нового матеріалу.

Під час розв’язування задач з різних галузей науки і практики часто доводиться відповідати на питання: скількома способами можна виконати те, що вимагається? Наприклад, скількома способами можна скласти розклад уроків на день з 5 різних предметів, якщо в класі вивчається 10 предметів, або скількома способами ми можемо вибрати двох щасливчиків у цьому класі; скількома способами ми можемо розмістити учнів у цьому класі; скільки наборів може утворитися із даного набору хромосом; скільки діагоналей має опуклий семикутник? Виявляється, що до подібних задач, які дістали назву комбінаторних, існують загальні методи розв’язування.
 Означення:  Розділ математики, в якому вивчаються методи розв’язування комбінаторних задач,  називається  комбінаторикою.
Під час розв’язування комбінаторних задач доводиться розглядати скінченні множини, складені з елементів будь-якої природи, та їх підмножин. Залежно від умови задачі розглядаються скінченні множини, в яких істотним є або порядок елементів, або їх склад, або перше і друге одночасно. Такі скінченні множини (сполуки) дістали назву перестановки, розміщення, комбінації. На сьогоднішньому уроці ми розглянемо найпростіший випадок – перестановки.

Перестановки.
Під час розв’язування комбінаторних задач доводиться мати справу зі скінченими множинами, для яких істотним є порядок елементів. Такі множини називаються  впорядкованими.
Вказати порядок розташування елементів у скінченій множині з n елементів означає поставити у відповідність кожному елементу даної множини певне натуральне число від 1 до n.

Відомі вам числові послідовності є впорядкованими множинами. Наприклад, множини А = {1, 2. 7} і В = {2, 7, 1} такі, що А = В, якщо вони не впорядковані множини. Якщо ж вони впорядковані, то А ≠ В.

Для впорядкованих множин вживаються круглі дужки. Наприклад, М = (3, а, 0), N = (0,3,а). 

Очевидно, що М ≠ N.

Кожну з цих двох впорядкованих множин називають перестановкою з трьох елементів.

Означення:  Будь-яка впорядкована множина, яка складається з n елементів, називається  перестановкою з n елементів.

Отже, перестановки з n елементів відрізняються одна від одної лише порядком елементів.
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4. Розв’язування задач.

1. Скільки існує п’ятицифрових чисел, що записані цифрами 1, 2, 3, 4, 5, що не повторюються?

Розв’язання.

[image: image991.jpg]



- п’ятицифрове число.

– можна утворити різних п’ятицифрових чисел.

Відповідь: 120.

2. Скільки існує чотирицифрових чисел, що сума цифр, кожного з них рівна 3?

Розв’язання.
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Всього 1+ 6 + 3 = 10 чисел.

Відповідь: 10.
3. Скільки семицифрових чисел можна утворити за допомогою семи різних цифр, відмінних від нуля?

Розв’язання.
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Відповідь: 5040.

4. Скільки семицифрових чисел можна утворити за допомогою семи різних цифр?

Розв’язання.

І – спосіб.

Використовуючи попередню задачу знаємо, що семицифрових чисел із семи різних цифр можна скласти 5040, але серед них будуть числа на першому місці в яких стоїть нуль, тобто шестицифрові, їх буде 6! = 720. Тоді за допомогою семи різних цифр можна утворити 5040 – 720 = 4320 чисел. 

ІІ – спосіб.

[image: image59.jpg]6 * 65«4 3 2«1 =4320




Відповідь: 4320.

4. Сім’я веслувальників (мама, тато і син Тарас) взяли човна на трьох чоловік (у човні є лише 3 лавки). Скількома різними способами їх можна розсадити у човні, якщо лише одна людина буде сидіти на одній лавці?

Розв’язання.

[image: image60.jpg]



Відповідь: 6 способів.

5. Скількома способами можна розмістити 120 осіб за столом, біля якого поставлено 12 стільців?

Розв’язання.
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Відповідь: 479 001 600.

6. Скільки треба взяти елементів, щоб число всіх перестановок, утворених з них, дорівнювало 5040?

Розв’язання.

n! = 5040;

1·2·3·4·5·...·(n -1)·n = 5040;

n =7.

Відповідь: 7.

7. Скільки шестизначних чисел, кратних 5, можна скласти з цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 при умові, що в числі цифри не повторюються?

Розв’язання.

Для того, щоб число, складене з даних цифр, ділилося на 5, необхідно і достатньо, щоб цифра 5 стояла на останньому місці. Решта п’ять цифр можуть стояти на інших п’яти вільних місцях, в будь-якому порядку.

         (   (  (  (  (  (  

5 · 4 · 3 · 2 · 1 · 1 = 5! = 120 (чисел).

Відповідь: 120.

8. Обчислити:
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б) 
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Відповідь: а) 9; б) m(m – 1).

9. Число перестановок з n елементів відноситься до числа перестановок з n + 2 елементів, як 0,1 : 3. Знайти n.

Розв’язання.
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Оскільки n > 0, то n = 4.

Відповідь: 4.

5. Підсумок уроку.

6. Домашнє завдання.

Розділ 6. § 34, ст. 193 – 196, пит. 1- 4 ст. 205. Впр. 108 - 110 
[image: image67.wmf][

]
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Розділ ХІІ. § 2, ст. 427 – 430, пит. 11- 14 ст. 443. Впр. 13 - 15 ст.445 
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Домашнє завдання:

108. Обчислити:

а) 
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Розв’язання.
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б) 
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Відповідь: а) 1; б) 2m(2m+1).

109. Спростити:

а) 
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Розв’язання.
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Відповідь: а) 720; б) (n +3)(n + 2)(n + 1).

110. Скільки чотирицифрових чисел можна утворити з цифр 0, 1, 2, 3 не повторюючи їх?

Розв’язання.
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Відповідь: 18.

ІІ.  3. Розміщення.
Мета: Дати означення розміщення, формул для його обчислення. Закріпити ці поняття при розв’язуванні задач.
Обладнання: Добірка задач.

Тип уроку: Комбінований.

Хід уроку.

1. Організація класу.

Девіз:

Мистецтво розв’язувати ... задачі

чимось нагадує трюки ілюзіоністів – 

іноді, навіть знаючи розв’язок задачі, 

важко зрозуміти, як можна було до 

нього додуматися.

                                                   І. Д. Новиков. 

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Двоє учнів біля дошки розв’язують вправи:

а) 
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б) 
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Решта відповідають на питання:

1. Які задачі називаються комбінаторними?

2. Що називається перестановкою з n елементів? Навести приклад.

3. За якою формулою обчислюється число перестановок? Обчислити Р5.
3. Пояснення нового матеріалу.

Розв’язати таку задачу: скількома способами можна скласти розклад з 5 різних уроків, якщо у класі вивчається 10 навчальних предметів?

· Хто запропонує розв’язання цієї задачі?

Розв’язання.
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У цій задачі з множини, що містить 10 елементів, доводиться утворити впорядковані підмножини, що містять по одному, два, три, чотири, п’ять елементів.

Розглянемо ще одну задачу: дано чотири цифри 1, 3, 7, 9. Утворити з них усі можливі двоцифрові числа.

Тут з множини, що містить чотири елементи, треба утворити впорядковані підмножини, що містять по два елементи. Наприклад, 13, 17, 19, ... .

Упорядковані підмножини, які утворились у двох розглянутих задачах, називаються розміщеннями. Відповідно, з 10 елементів по 5 у першій задачі і з 4 елементів по 2 – у другій.

Означення: Будь-яка впорядкована підмножина з m елементів даної множини М, яка містить n елементів, де m ≤ n, називається розміщенням з n елементів по m  і позначається 
[image: image81.wmf]m

n

A

.
Отже, розміщення відрізняються один від одного або елементами, або порядком елементів.
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Зауваження: Коли m = n, матимемо перестановку з m елементів, тобто перестановка  є окремим випадком розміщення за умови, що m = n.

Позначається розміщення 
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[image: image992.jpg]


   
           
[image: image86.wmf]                   
4. Розв’язування задач.

1. Скільки можна утворити різних трицифрових додатних цілих чисел у десятковій системі числення?

Розв’язання.

З 10 цифр можна утворити 
[image: image87.wmf]720
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 трицифрових чисел. Але серед них треба виключити числа, що починаються з нуля.
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720 – 72 = 648 – різних трицифрових чисел.

ІІ – спосіб.

[image: image89.jpg]



Відповідь: 648.

2. Скільки сигналів можна подати  п’ятьма різними прапорцями, піднімаючи їх у будь-якій кількості і в довільному порядку?

Розв’язання.
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Відповідь: 325.

5. Скільки чотиризначних чисел, що діляться на 5, можна скласти з цифр 0, 1, 2, 5, 7, якщо  кожне число не повинно містити однакових цифр?

Розв’язання.

Чотиризначні числа, що діляться на 5 повинні закінчуватися на цифру 5 або 0. Зафіксуємо цифру 5, а із решти чотирьох цифр складаємо всі можливі розміщення по три цифри. Кількість їх 
[image: image91.wmf]3
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, але з цієї кількості потрібно відняти ті розміщення в яких на першому місці стоїть 0 (їх 
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Отже, чисел, що закінчуються на 5, всього
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Кількість чисел, в яких остання цифра 0, рівна 
[image: image94.wmf]24
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Таким чином, таких чисел, що діляться на 5 є 18 + 24 = 42.

Відповідь: 42.

6. Знайти n, якщо 
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Розв’язання.
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За теоремою Вієтта  n1 = -20,  n2 = 11.

Так як n > 0, то n = 11.

Відповідь: 11.

6. Відомо, що вибрати старосту класу і його заступника можна 600 способами. Скільки учнів навчається в цьому класі?

Розв’язання.

Нехай у цьому класі n учнів. Тоді за умовою задачі 
[image: image97.wmf]600
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Оскільки n > 0, то n = 25.

Отже, у класі 25 учнів.

Відповідь: 25.

7. Розв’язати рівняння:

а) 
[image: image99.wmf];
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б) 
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Розв’язання.
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а)

звідки х =7.

б) 
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Відповідь: а) 7; б) 4.

8. Розв’язати рівняння:
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Розв’язання.
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Оскільки х > 0, то х = 10.

Відповідь: 10.

9*. Скількома способами з трьох романів і трьох однакових збірок віршів можна вибрати:

а) 3 книжки;

б) 3 книжки так, щоб серед них був хоча б один роман і одна збірка віршів?

Розв’язання.

а) 
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Відповідь: а) 120; б) 10.

9.  Підсумок уроку.
10.  Домашнє завдання.

Розділ 6. § 34, ст. 196 – 198, пит. 5 - 7 ст. 205. Впр. 112, 114. 
[image: image106.wmf][
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 .

Розділ ХІІ. § 2, ст. 430 – 433, пит. 15 - 17 ст. 443. Впр. 17, 22 ст.445 
[image: image107.wmf][
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 .
Домашнє завдання:

112(17). В одинадцятому класі 35 учнів. Вони обмінялись один з одним фотокартками. Скільки всього фотокарток було роздано?

Розв’язання.
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Відповідь: 1190.

114(22). Спростити:

а) 
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Розв’язання.

а) 
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б) 
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)

.

)!

2

(

1

)

1

(

)!

2

(

)

1

(

!

)

1

(

)!

1

(

!

)

1

(

)!

1

(

)!

1

(

!

)!

1

(

!

!

1

!

1

1

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

-

=

-

-

-

=

-

=

-

-

-

=

-

-

-

=

-

-


Відповідь: а) [image: image113.wmf](
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ІІ. 4. Комбінації.

Мета: Дати означення комбінації, вивести формулу і властивості комбінацій. Закріпити ці поняття при розв’язуванні задач.

Обладнання:  Добірка задач.

Тип уроку: Комбінований.

Хід уроку.

1. Організація класу.

Девіз:

... математику, як науку неможливо 

означити, не визначивши її найочевиднішої

властивості – того, що вона цікава.

                                                  М. Поляні.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Двоє учнів біля дошки розв’язують домашні вправи.

Решта відповідають на питання:

1. Що називається розміщенням з n елементів по m? Навести приклад. Як символічно записується число розміщень з n по m?

2. За якою формулою обчислюється 
[image: image115.wmf]m

n

A

? Навести приклад.

3. Пояснення нового матеріалу.

Розглянемо таку задачу: Скількома способами можна призначити чотирьох вартових з тридцяти солдат?

Очевидно, що в цій задачі будь-які дві групи вартових можуть різнитися лише складом солдат у них. Порядок  у групі не істотний. Отже, тут маємо справу з різними підмножинами з чотирьох елементів даної множини, яка складається з 30 елементів.

Будь-яка з цих підмножин називається комбінацією з 30 елементів по 4.

Означення: Будь-яка підмножина з m елементів даної множини М, яка містить n елементів, називається комбінацією з n елементів по m.
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Число всіх можливих комбінацій  з n елементів по m позначається 
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Утворимо всі підмножини множини {а, в, с}: (, {а}, {в}, {с}, {а, в}, {в, с}, {а, с}, {а, в, с}.

Отже, 
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Усього буде 
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1. 
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Теорема: Число всіх підмножин множини А, яка складається з n елементів, дорівнює 
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4. Розв’язування задач.
1. Скількома способами можна вибрати з 15 чоловік делегацію в складі 3 осіб?

Розв’язання.

Різними вважаємо ті делегації, які різняться хоча б однією особою. Отже, треба обчислити
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 (різних способів.)

Відповідь: 455.

2. На площині розміщено n точок, з яких жодні три не лежать на одній прямій. Скільки різних прямих можна провести через ці точки?

Розв’язання.

Оскільки через кожну пару точок можна провести лише одну пряму, то число всіх прямих дорівнює числу комбінацій з n по 2, тобто
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Відповідь: 
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3. Скільки екзаменаційних комісій, що містять по 7 осіб, можна утворити з 14 викладачів?

Розв’язання.

Очевидно, стільки, скільки існує семиелементних підмножин у 14 елементної множини
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Відповідь:  3432.

4.  В чемпіонаті країни з футболу (вища ліга) приймають участь 18 команд, причому кожні дві команди зустрічаються між собою 2 рази. Скільки матчів грається на протязі сезону?

Розв’язання.

В першому крузі буде зіграно стільки матчів, скільки існує 2-елелментних підмножин у множини, що містить 18 елементів, тобто


[image: image134.wmf]153
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У другому крузі грається стільки ж матчів, тому на протязі року відбудеться 153·2 = 306 зустрічей.

Відповідь:  306.

5. Знайти кількість діагоналей правильного n-кутника.

Розв’язання.

Число прямих, що з’єднують довільні дві вершини n-кутника, рівне      
[image: image135.wmf](
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. Щоб обчислити кількість діагоналей, треба відняти число сторін n-кутника. Тобто 
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Відповідь:  
[image: image137.wmf](
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6. Розв’язати рівняння:

а) 
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Розв’язання.
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звідки х-12 = 8;

х = 20.
б)
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 Оскільки х > 0, то х = 12.
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Оскільки х > 0, то х = 10.

    Відповідь:  а) 20; б) 12; в) 10.

7.  Підсумок уроку.

8.  Домашнє завдання.

Розділ 6. § 34, ст. 198 – 203, пит. 8 - 12 ст. 205. Впр. 113, 116. 
[image: image144.wmf][

]
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 .

Розділ ХІІ. § 2, ст. 433 – 438, пит. 18 - 21 ст. 443. Впр. 18, 24 ст.445 
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 .
Домашнє завдання:

113(18). Скільки різних прямих можна провести через 10 точок площини, з яких жодні дві не лежать на одній прямій?

Розв’язання.
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Відповідь:  45.

116(24). Збори на яких присутні 30 осіб, у тому числі дві жінки, обирали чотирьох співробітників для роботи на виборчій дільниці. Скільки може бути випадків, коли до числа обраних увійдуть обидві жінки?

Розв’язання.

Оскільки два члени комісії вже відомі, то залишається з решти 28 чоловіків вибрати два, це можна зробити
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 (способами).

Відповідь:  378.
ІІ. 5. Розв’язування задач.

Мета: Провести порівняння між сполуками без повторень (перестановки, розміщення, комбінації). Узагальнити ці поняття при розв’язуванні задач.

Обладнання: Добірка задач. 

Тип уроку: Комбінований.

Хід уроку.

1. Організація класу.

Девіз:

Жодне людське дослідження не може

називатися справжньою наукою, якщо 

воно не пройшло через математичні 

доведення.

                                                  Леонардо да Вінчі.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Проводемо порівняльну характеристику сполук:
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3. Пояснення нового матеріалу.

У комбінаторних задачах здебільшого доводиться використовувати формули сполук різних видів. Тому насамперед треба встановити, про які сполуки йдеться в задачі, а потім застосовувати потрібні формули.

Крім того, розв’язуючи комбінаторні задачі, слід враховувати такі два твердження:

Твердження:

1) Якщо деякий об’єкт А можна вибрати m способами, а другий об’єкт В можна вибрати n способами, то вибір ”або А, або В” можна здійснити (m+n) способами.

2) Якщо об’єкт А можна вибрати m способами, і якщо після кожного такого набору об’єкт В можна вибрати n способами, то вибір пари (А; В) в указаному порядку можна виконати mn способами.

4. Розв’язування задач.

1. Скількома способами можна розподілити уроки в шести класах між трьома вчителями, якщо кожен учитель викладатиме у двох класах?

Розв’язання.

Перший учитель може вибрати два класи з шести 
[image: image149.wmf]2
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 різними способами. Після вибору першого вчителя другий може вибрати два класи з чотирьох, що залишилися, 
[image: image150.wmf]2
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 різними способами. Тоді два вчителі можуть вибрати два класи 
[image: image151.wmf]2

4

2

6

C

C

 різними способами.  Якщо вони вже зробили вибір, то третій
 може взяти лише ті класи, що залишилися. Тому шукане число способів дорівнюватиме:
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Відповідь: 90.

2.   На площині дано n точок, з яких m точок лежать на одній прямій; з решти точок жодні три не лежать на одній прямій. Скільки прямих можна провести через ці точки? Скільки існує різних трикутників з вершинами у цих точках?

Розв’язання.

Якщо жодні три точки не лежать на одній прямій, то існує 
[image: image153.wmf](
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 різних прямих, які з’єднують ці n точок. З них m точок визначили б 
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 різних прямих, але всі вони розмістяться на одній прямій, бо m точок, за умовою лежать на одній прямій. Отже, існує 
[image: image155.wmf](
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 різних прямих, що з’єднують дані точки

Міркуючи аналогічно, встановимо, що число різних трикутників дорівнює 
[image: image156.wmf]3
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 – трикутників вироджуються у відрізок.

Відповідь: 
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3. Скільки різних натуральних чисел можна утворити з цифр 0, 1, 2, 3, 4, якщо кожне число містить кожну з даних цифр не більше одного разу?

Розв’язання.

Одноцифрових натуральних  чисел – 4;

Двоцифрових - 4·4 = 16 (на першому місці можуть стояти 4 цифри (крім нуля), а на другому також 4 (ті, що залишилися));

трицифрових - 4·4·3 = 48;

чотирицифрових - 4·4·3·2 = 96;

п’ятицифрових - 4·4·3·2·1 = 96.

Всього чисел – 4 + 16 + 48 + 96 + 96 = 260.

Відповідь: 260.

4. Скількома різними способами можна посадити  6 гостей  навколо круглого стола?

Розв’язання.

Якщо один із стільців зафіксувати, то способів посадити гостей буде   
[image: image160.wmf]!
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. Але стільці всі однакові для круглого столу, тому способів у 6 разів менше: 
[image: image161.wmf]!
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Це відповідь у тому разі, коли розміщення гостей в протилежних напрямах прийнято різним. Якщо напрям розміщення не брати до уваги, то способів посадити гостей буде 120:2 = 60.

Відповідь: 60.

5. Для освітлення залу можуть бути включенні кожна з 10 ламп. Скільки існує різних способів освітлення залу?

Розв’язання.

Стільки, скільки існує підмножин із 10 елементної множини, тобто  
[image: image162.wmf]1024
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При цьому враховується, що освітлення рахується і в тому випадку, коли жодна лампа не горить.

Відповідь: 1024.

6. Розв’язати рівняння:

а) 
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Розв’язання.
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[image: image166.wmf].
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Оскільки х > 0, то х = 10.
б) 
[image: image167.wmf].
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Оскільки х > 2, то х = 5.
в)
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Оскільки х > 3, то х = 9.

Відповідь: а) 10; б) 5; в) 9.

5. Підсумок уроку.

6. Домашнє завдання.

Розділ 6. § 34, ст. 203 – 205, Впр. 118, 119, 120. 
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 .

Розділ ХІІ. § 3, ст. 438 – 449, Впр. 26, 29, 30. ст.445  
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Додаткові задачі:

	№ п/п
	Розв’язати рівняння.
	Відповідь.

	1.
	
[image: image171.wmf]2

4

3

3

2

x

x

x

A

C

A

=

-

:
	6 або 11.

	2.
	
[image: image172.wmf]1

2

4

2

-

=

+

x

C

x

;
	4.

	3.
	
[image: image173.wmf]336

5

2

5

=

-

-

x

x

x

C

A

;
	8.

	4.
	
[image: image174.wmf]2

1

1

3

55

12

+

-

+

=

x

x

x

A

C

;
	8.

	5.
	
[image: image175.wmf]2

1

1

1

1

3

-

+

-

+

+

+

+

+

=

x

x

x

x

x

x

x

x

C

C

C

C

;
	4.

	6.
	
[image: image176.wmf]3

6

3

8

5

+

+

+

=

x

x

x

C

C

;
	17.

	7.
	
[image: image177.wmf]4

1

4

1

2

4

4

1

2

-

-

-

-

-

-

-

=

x

x

x

x

x

x

xC

C

A

C

x

;
	6.

	8.
	
[image: image178.wmf]43

3

3

5

=

+

x

x

x

A

A

A

;
	10.

	9.
	
[image: image179.wmf]x

x

x

C

C

C

6

5

4

1

1

1

=

-

;
	2.

	10.
	
[image: image180.wmf](

)

3

7

4

1

4

9

4

5

+

+

+

=

x

x

x

A

C

;
	(4х+4=t), 4.

	11.
	
[image: image181.wmf](

)

(

)

3

1

2

1

2

3

2

4

+

-

+

=

x

x

x

A

C

.
	(2х-2=t, t=19), 10,5.


Домашнє завдання:

118(26). Розв’язати рівняння:
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Розв’язання.
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Оскільки х > 0, то х = 9.

Відповідь: 9.

119(29). Довести, що 
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Розв’язання.

Використовуючи формулу: 
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Що й потрібно було довести.

120(30). Будівельна організація виділила на допомогу підшефному дитячому будинку бригаду з 5 робітників. В організації працюють 20 робітників, у тому числі 5 мулярів, 4 теслярі і 2 штукатури. Скількома способами можна укомплектувати бригаду, щоб вона складалася з робітників усіх цих спеціальностей по одному?

Розв’язання.

Одного муляра з п’яти можна вибрати 
[image: image187.wmf]1
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 способами, одного тесляра – 
[image: image188.wmf]1
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, одного штукатура – 
[image: image189.wmf]1
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 способами. Ще двох вибрано з тих робітників, що залишилися – 
[image: image190.wmf]2
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 способами. Тому способів вибору: 
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Відповідь: 1440.

ІІ. 6. Розв’язування задач.

Мета:  Продовжити розв’язування задач прикладного змісту

Обладнання: Добірка задач.

Тип уроку: розв’язування задач.

Хід уроку.

1. Організація класу.
2. Актуалізація опорних знань учнів.

Математичний диктант:

	№ п/п
	Варіант – 1.
	Варіант – 2.

	1.
	Спростити:


[image: image192.wmf]7
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.
	Спростити:


[image: image193.wmf]9
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	2.
	Чотири робітники мають розподілити між собою обробку чотирьох різних деталей так, щоб кожен з них обробляв лише одну деталь. Скількома способами це можна зробити?
	10 учнів грають у шаховому турнірі (кожен грає з кожним по одній партії). Скільки всього буде зіграно партій?

	3.
	Розв’язати рівняння:
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.
	Розв’язати рівняння:
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Відповідь: 

	№ п/п
	В – 1.
	В – 2.

	1.
	8.
	1.

	2.
	4!=24.
	
[image: image196.wmf]45
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	3.
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	5.


3. Розв’язування задач.
1. Число сполучень з n елементів  по 5 в 5 разів менше від числа сполучень з n+2 елементів по 4. Знайти n.

Розв’язання.

За умовою задачі маємо 
[image: image197.wmf])
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Отже, n = 3, n = 14.

Відповідь: 3; 14.

2. У районі фірми “Свято”  Дідів Морозів на 4 більше, ніж Снігурок. Для поздоровлення мешканців району з представників фірми вибирають 4 пари. Скільки працює Дідів Морозів і Снігурок, коли відомо, що це можна зробити 10!/48 способами?

Розв’язання.

І – спосіб.

Пронумеруємо пари, які треба обрати. Нехай є х Снігурок і  х+4 – Дідів Морозів. З урахуванням нумерації, Дідів Морозів можемо розставити в парах 
[image: image199.wmf]4
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[image: image200.wmf]4
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 способами. Зауважимо, що порядок пар не враховується. Для кожної четвірки пар є Р4 перестановок їх між собою. Отже, маємо
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звідки х = 6.

Отже, у фірмі працюють 6 снігурок і 10 Дідів Морозів.

ІІ – спосіб.

Розв’язати рівняння: ·
[image: image202.wmf]48
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Відповідь: 10; 6.

3. У класі 18 учнів. Відомо, що скласти групу чергових з двох хлопців і двох дівчат можна 1260 способами. Скільки в класі хлопців і скільки дівчат?

Розв’язання.

Нехай у класі х хлопців (2 ≤ х ≤ 18, х (  N). Тоді дівчат -  (18-х). Складаємо за умовою задачі рівняння:


[image: image203.wmf].
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Оскільки 2 ≤ х ≤ 18, то х =  8 або х = 10. Отже, у класі 8 хлопців і 10 дівчат, або 10 хлопців і 8 дівчат.

Відповідь: (8; 10); (10; 8).

 4. Від шахового гуртка треба послати дві команди з 3 чоловік на різні змагання. Відомо, що це можна зробити 560 способами. Скільки учнів змагаються у гуртку?

Розв’язання.

Нехай у гуртку займаються х учнів. Тоді першу команду можна вибрати 
[image: image204.wmf]3
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Відповідь: 8.

5. У ящику лежать кілька білих  і чорних пронумерованих кульок. Відомо, що взяти одну білу і одну чорну кульку разом можна 120 способами, а дві білі і дві чорні разом – 2970 способами. Скільки в ящику білих кульок і скільки чорних?

Розв’язання.

Нехай в ящику х білих і у чорних кульок. Вибрати одну білу і одну чорну кульку разом можна 
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 способами, а дві білі і дві чорні – 
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 способами. Виходячи з умови маємо систему:
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За теоремою Вієтта (10; 12); (12; 10) – розв’язки системи.

Отже, в ящику 10 білих і 12 чорних або 12 білих і 10 чорних кульок.

Відповідь: (10; 12); (12; 10).

6. В ящику знаходяться пронумеровані білі, чорні і зелені кульки. Відомо, що взяти по одній кульці кожного кольору можна 64 способами, по дві – 216 способами і по три – теж 64 способами. Скільки кульок кожного кольору в ящику?

 Розв’язання.

Нехай в ящику х білих, у чорних, z зелених кульок. Аналогічно до попередньої задачі маємо систему рівнянь:
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х, у, z – це корені кубічного рівняння: 

t3 - 12t2 + 48t – 64 = 0 або (t – 4)3 = 0, t = 4.

Отже, х = у = z = 4. Тому кульок кожного кольору по 4.

Відповідь: 4.

7. Підсумок уроку.
8. Домашнє завдання.
Розділ 6. § 34, ст. 203 – 205, задачі на листках. 
[image: image211.wmf][

]

10

 .

Розділ ХІІ. § 3, ст. 438 – 449, задачі на листках. 
[image: image212.wmf][

]

9

.
Домашнє завдання:

1. Із групи атлетів треба вибрати трьох штангістів для участі в міжнародних змаганнях. Скільки в групі атлетів, коли відомо, що це можна зробити 84 способами?

 Розв’язання.

Нехай у групі n атлетів. За умовою задачі 
[image: image213.wmf]84
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Оскільки 504 = 7·8·9, то дістанемо n = 9 – єдиний корінь цього рівняння.

Відповідь: 9.

2. У вазі 12 білих і рожевих гвоздик, які пронумеровані. Відомо, що букет з двох білих і однієї рожевої гвоздики можна скласти 105 способами. Скільки у вазі гвоздик кожного кольору?

Розв’язання.

Нехай у вазі х білих гвоздик, тоді 12-х рожевих. Зрозуміло, що 2≤х≤11. Букет можна скласти 
[image: image215.wmf]1
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Єдиним цілим коренем рівняння є х = 7. Тому у вазі було 7 білих і 5 рожевих гвоздик.

Відповідь: (7; 5).

3. У класі 10 хлопців. Серед них є два нерозлучні товариші Петро і Максим. У суботу важливий матч у місті. Скільки різних груп уболівальників можуть утворити ці 10 хлопців? (Петро без Максима чи Максим без Петра на матч не підуть.

Розв’язання.

Якщо Максима і Петра вважати за одного уболівальника, то у класі всього 9 уболівальників, з яких можна скласти 
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  різних груп.

Відповідь: 29 – 1. 

Додаткові задачі:

1. У 9 – А класі учнів на 2 більше, ніж у 9 – Б. Відомо, що кількість способів вибору старости і його заступника в 9 – А класі на 82 більша, ніж у 9 – Б. Скільки учнів навчаються у кожному класі?

Відповідь: 22 і 20.

2. Кілька фахівців претендують на посади тренера збірної, його помічника і начальника команди. Скільки претендентів на ці посади, якщо скласти вище зазначену трійку можна 336 способами?

 Відповідь: 16.

3. У тенісному клубі юнаків на 2 більше, ніж дівчат. Дві змішані пари на міжнародний турнір можна вибрати 2520 способами. Скільки в цьому клубі юнаків і скільки дівчат?

Відповідь: 10 і 8.

4. В ящику лежать кілька пронумерованих білих, чорних і зелених кульок. Відомо, що взяти одну білу і одну чорну кульку можна 56 способами, одну білу і одну зелену – 35 способами, а одну чорну і одну зелену – 40 способами. Скільки кульок кожного кольору в ящику?

Відповідь: 7, 8 і 5.

3. В ящику лежать кілька пронумерованих білих і чорних кульок. Відомо, що взяти дві білі і одну чорну кульку можна 75 способами, а одну білу і дві чорні –60 способами. Скільки білих і скільки чорних кульок в ящику?

Відповідь: 6 і 5.

ІІ. 7. Біном Ньютона.

Мета:  Ввести поняття біному Ньютона, біноміальних коефіцієнтів, вивести формулу для обчислення загального члена розкладу степеня бінома. Розглянути властивості бінома Ньютона.

Обладнання: Добірка задач, трикутник Паскаля.

Тип уроку: Комбінований.

Хід уроку.

1. Організація класу.
2. Актуалізація опорних знань учнів. 
Усно розв’язуємо задачі:

	№ п/п
	Задача.
	Відповідь.

	1.
	Скільки різних трицифрових чисел можна скласти з цифр 1, 2, 3, якщо кожну з них використовувати лише один раз?
	Р3 = 3! = 6.

	2.
	Розв’язати попередню задачу, якщо задано цифри 0, 1, 2.
	2·2·1 = 4.(1 сп.)

Р3 – Р2 = 6 – 2 = 4.

	3.
	Скільки треба взяти елементів, щоб число всіх перестановок, утворених з них, дорівнювало 120?
	Рn = 120, n =5.

	4.
	У класі 30 учнів. Скількома способами серед них можна вибрати старосту та його заступника?
	
[image: image218.wmf].
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	5.
	Обчислити 
[image: image219.wmf]3
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	360.

	6.
	У групі 8 чоловік. Скільки існує способів відправити на екскурсію трьох з них?
	
[image: image220.wmf]56
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	7.
	Спростіть [image: image221.wmf]3
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.
	6.

	8.
	Скількома способами можна роздати 6 різних предметів трьом особам так, щоб кожна отримала по 2 предмети?
	
[image: image222.wmf]90
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	9.
	Скількома способами можна вибрати 2 олівці та 3 ручки з 5 різних олівців та 6 різних ручок?
	
[image: image223.wmf]200
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3. Пояснення нового матеріалу.

Двочлен (а+в) називається також біномом. Подамо послідовно у вигляді многочлена степені бінома з нульовим і натуральним показником.
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Випишемо коефіцієнти цих розкладів
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Виникає припущення, що такий збіг виконується і для будь-якого натурального показника n  в розкладі (а+в)n.

Теорема:  Коефіцієнти розкладу (а+в)n збігаються з n-м рядком трикутника Паскаля, тобто для будь-якого натурального показника n справджується рівність
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- формула Ньютона.

Коефіцієнти правої частини формули бінома Ньютона називаються біноміальними коефіцієнтами.
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 (а = 1, в = -х).
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Приклад: Знайти 5, 7, 11-й члени розкладу 
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Розв’язання.
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Приклад: У розкладі 
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Розв’язання.
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4. Розв’язування вправ.

124. За формулою бінома Ньютона знайти розклад степеня:

а) 
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б) 
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Відповідь: а)
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125. У розкладі 
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Розв’язання.

В нашому випадку n = 15, 
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Маємо рівняння 30-5k = 0, звідки k = 6. Тоді 
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Відповідь: 3648645.

127. За формулою бінома Ньютона знайти розклад степеня:

а) 
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Розв’язання.
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Відповідь: а)
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б) 
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128. У розкладі 
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Маємо рівняння 
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Відповідь: 
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5. Підсумок уроку.

6. Домашнє завдання.

Розділ 6. § 35, ст. 206 – 209, пит. 1 – 4. Впр. 124(б), 126, 129(а). 
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]
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.

Розділ ХІІ. § 4, ст. 440 – 443, пит. 23 – 25. Впр. 19(а), 21, 34(а). 
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.
Домашнє завдання:

124. За формулою бінома Ньютона знайти розклад степеня:

б) 
[image: image253.wmf]5

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

x

.

Розв’язання.
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Відповідь:  б) 
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126. Обчислити 
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Відповідь: 20511149.

129. За формулою бінома Ньютона знайти розклад степеня: 

а) 
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Розв’язання.
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Відповідь: 
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ІІ.8. Розв’язування задач із комбінаторики.

Мета уроку: Узагальнити та систематизувати знання учнів 10-х та 11–х класів із теми: «Комбінаторика». Розглянути задачі на кульки, а також задачі, що зводяться до розв’язування задач на кульки; правило об’єднання для елементів множин; застосування цих задач у різних сферах та галузях; виробляти вміння застосовувати вивчені схеми для розв’язування комбінаторних задач, вдосконалювати вміння застосовувати ці методи у фізиці, біології, інших галузях промисловості, техніки, сільського господарства і т.п.
Тип уроку: розв’язування задач.

Обладнання: Три комп’ютери, проектор, навчальна програма із комбінаторики та теорії ймовірностей, презентація до уроку.
Хід уроку.

1. Організаційний момент.

2. Повідомлення учня.
Найважливіше завдання цивілізації – 
навчити людину міркувати.
                                Т. Едісон.
Навчання математики в середній школі є важливим компонентом загальноосвітньої і професійної підготовки молоді. Це забезпечує широкі можливості для інтелектуального розвитку особистості.  Сучасна математика в школі відповідає об’єктивним вимогам сучасного життя. До традиційних змістових ліній додаються нові “Елементи теорії множин”, “Комбінаторика”, “Початки теорії ймовірностей та елементи статистики”. Визначено необхідний мінімум знань та вмінь для продовження навчання з цих тем та вимоги до їх засвоєння. Це є реальним кроком до створення умов для розвитку комбінаторного мислення, необхідного сучасній людині як у загальнокультурному плані, так і для професійного становлення.

Проблеми комбінаторики привертали увагу видатних математиків на різних етапах розвитку цієї науки: Н.Тарталья, Г. Лейбніца, Н. Віленкіна, Б. Гнєденка, К. Рибнікова, І. Скорохода, О. Халамайзера, О. Хінчіна, М. Ядренка, І. Яглома та інших.

Питання комбінаторики активно досліджувалися відомими зарубіжними математиками: М. Айгнером, К. Бержем, О. Оре, Дж. Райзером, Дж. Ріорданом, Дж.-К. Ротом, Р. Стенлі. 

Питання про історію виникнення комбінаторики досліджував учень 10 класу. Тож переглянемо його відео повідомлення (на екрані проектора – використовую вступне відео до навчальної програми із комбінаторики) 
Текст повідомлення: прийнято вважати, що все у світі ділиться на дві різно-великих частини. Наприклад, флора i фауна, суша i світовий океан, працьовиті i ліниві, кмітливі і не дуже. Цікаво, що така категорія, як мислення, теж не є чимось однозначним. В однієї частини людей переважаючим є логіко-аналітичне (неперервне) мислення, а в іншої — переважає системно-комбінаторний нахил до аналізу (дис​кретне мислення). Перший — це вміння будувати логічні твердження, мислити індуктивно i дедуктивно. Другий — це бачення предметів i явищ у єдності i взаємозв'язках. 3 історії відомо, що лише два генії однаково потужно володіли як першим, так i другим способом мислення — Архімед i Лейбніц.

Зацікавленість комбінаторикою у світі, починається на початку XX століття. Вона була визнана самостійною математичною дисципліною i тільки в 50-х роках її методи раптово отримали широке застосування, зумовлене тим, що в сучасній математиці важливу роль відіграє питання її логічного обґрунтування, а більша частина математичної (формальної) логіки є, по суті, комбінаторика. 

Поява більш складних обчислювальних машин різко збільшило її можливості і розширило її додатки. Комбінаторні методи тепер застосовуються у теорії ймовірностей, статистиці, економіці, теорії ігор, фізиці, хімії, біології і багатьох інших областях науки і техніки,  промисловості.

Що таке комбінаторика? Можна, наприклад, сформулювати так: розділ математики, присвячений розв'язуванню за​дач вибору i розміщення елементів деякої, зазвичай скінченної множини, відповідно до певних правил. Кожне таке правило визначає спосіб побудови деякої конструкції з елементів вихідної множини, така (конструкція) називається комбінаторною конфігурацією.

А може бути таке формулювання: це розділ математики, пов’язаний із методами підрахунку елементів певної скінченної множини, які утворюються у визначений спосіб. У більш широкому розумінні комбінаторика — це теорія скінченних множин.
Тож такими питаннями як:
· Скількома способами ми можемо вибрати двох щасливчиків у цьому класі?

· Скількома способами ми можемо розмістити наших гостей?

· Скільки наборів може утворитися із даного набору хромосом?
Саме комбінаторика навчить вас вираховувати виграшну стратегію при грі в лотерею.
Сьогодні на уроці ми узагальнимо і систематизуємо наші знання з комбінаторики.

Повідомляємо тему уроку: «Розв’язування задач із комбінаторики» 
Мета уроку: Узагальнити та систематизувати знання учнів із теми: «Комбінаторика». Оскільки комбінаторика – це теорія скінченних множин, повторити поняття множини, її властивості, та дії з ними. Розв’язати задачі, де використовуються перестановки, розміщення та комбінації, задачу про кульки, а також узагальнити її на багато практичних задач різних інтерпретацій, розглянути застосування комбінаторних методів у генетиці. Розв’язування задач із ЗНО. 
3. Актуалізація опорних знань учнів.

1. Що таке множина? (множина – це одне з основних, неозначуваних понять, які використовуються в математиці. Множину можна уявити як сукупність певних об’єктів, об’єднаних за якоюсь ознакою)
2. Які існують множини? (Скінченні і нескінченні)
3. Які множини називаються скінченними? (Що містить скінченну кількість елементів)
4. Які множини називаються нескінченними? (Що містять нескінченну кількість елементів)
5. Наведіть приклади таких множин.
6. Як позначають множини? (Великими латинськими буквами, кругами Ейлера, переліком елементів, співвідношенням, описом)
7. Які множини називають рівними? (що складаються з одних і тих же елементів)
8. Які дії можна виконувати із множинами?

(
[image: image261.wmf]B
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9. Що називається сумою або об’єднанням двох множин? (Сумою двох множин А та В називається множина С, яка складається з елементів, що належать або множині  А або  В )
10. Що називається добутком двох множин або перетином?  (Перетином двох множин А та В називається множина С, така що містить лише спільні елементи множин А та В).
11. Що називається різницею двох множин? (Різницею А\В множин А та В називається множина С, що містить елементи множини А, які не належать множині В)
12. Що таке сполуки? (Вибрані (або вибрані та розміщені) групи елементів називаються сполуками)

13. Які види сполук існують? (
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14. Як їх розрізнити?
15. В основі розв’язування задач із комбінаторики лежить два правила – правило суми і правило добутку. Сформулюйте їх.

4. Узагальнення матеріалу (задача про кульки).
Проблемами комбінаторики займалися видатні математики на різних етапах розвитку цієї науки: Н.Тарталья, Г. Лейбніца, Н. Віленкіна, Б. Гнєденка, К. Рибнікова, І. Скорохода, О. Халамайзера, О. Хінчіна, М. Ядренка, І. Яглома та інших.

Питання комбінаторики також активно досліджувалися відомими зарубіжними математиками: М. Айгнером, К. Бержем, О. Оре, Дж. Райзером, Дж. Ріорданом, Дж.-К. Ротом, Р. Стенлі. 
Цими питаннями займемося і ми. Розв’яжемо такі задачі

Задача1. Скількома способами можна розкласти  n різних кульок у  n  різних ящиків за умови, що в кожен ящик кладеться рівно одна кулька?

Відповідь. 
[image: image266.wmf]n
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Задача 2. Скількома способами можна розкласти  т різних кульок у  п  різних ящиків (п>т) за умови, що в кожен ящик кладеться не більше однієї кульки?

Відповідь. 
[image: image267.wmf]m

n

A

.

Задача 3. Скількома способами можна розкласти  т однакових кульок у  п  різних ящиків (п>т) за умови, що в кожен ящик кладеться не більше однієї кульки?

Відповідь. 
[image: image268.wmf]m
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Задача 4. Нехай у ящику знаходиться три кульки червона, жовта та зелена. Скількома способами можна витягнути з ящика дві кульки за умови, що витягнута кулька повертається в ящик і може бути витягнута знову? (Порядок витягування враховується)

[image: image269.jpg]



Задача 5. Розглянемо задачу про розподілення трьох кульок по трьох ящиках (кульки різні). 
[image: image270.wmf]
Використовуючи правило множення із молодших класів три різних кульки ми можемо розмістити 27 способами.
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Доведемо, що r-кульок можна розмістити по n ящиках 
[image: image272.wmf]n

r

способами.

Розміщення r кульок по n ящиках.

1. r=3; n=4  
[image: image999.jpg]



2. r=n=4 

[image: image1000.jpg]



3. r=n=10.      Аналогічно 
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4. r – кульок, n – ящиків. 
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Користуючись цим прикладом, ми можемо узагальнити цю задачу на багато практичних задач різних інтерпретацій. Щоб пояснити нашу точку зору, а також для зручності користування ми наведемо кілька схем, із зовні зовсім різних, а  взагалі еквівалентних нашій задачі про розміщення r кульок по n ящиках. Для цього розглянемо таблицю.

	№ п/п
	Умова задачі
	r-кульок
	n - ящиків
	Розв’язок

	1.
	Дні народження. Розподілення днів народження (r кульок по n=365 ящиках, якщо у році 365 днів)
	r - людей
	365 днів
	
[image: image275.wmf]365

r



	2.
	Нещасні випадки. Класифікація r нещасних випадків по днях тижня, в які вони відбуваються
	r – нещасних випадків
	7 днів тижня
	
[image: image276.wmf]7
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	3.
	Вистріли. При стрільбі по n мішенях, r - куль
	r - куль
	n - мішеней
	
[image: image277.wmf]n
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	4.
	Вибір. Нехай група із r чоловік класифікується, наприклад, за ростом, віком, категорією, професією.  
	r – людей
	n – росту, віку,
категорії професії
	
[image: image278.wmf]n
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	5.
	Опромінення в біології. Коли сітчатка ока піддається опроміненню світла
	r – кванти світла
	n – комірки сітчатки
	
[image: image279.wmf]n
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	6.
	Генетичний вплив. Вплив випромінювання хромосоми 
	r - 
[image: image280.wmf]a

- частинкок
	n – генетичного впливу хромосом
	
[image: image281.wmf]n
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	7.
	Космічні частини. При експериментах з космічними променями
	r – космічних променів, що потрапляють в лічильники Гейгера
	n - лічильників
	
[image: image282.wmf]n
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	8.
	Ліфт. Ліфт відправляється із 
r –пасажирами і зупиняється на 
n - поверхах
	r - пасажирів
	n – кількість поверхів
	
[image: image283.wmf]n
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	9.
	Гральний кубик. Підкидання r кубиків
	r - кубиків
	n=6   1,2,3,4,5,6
	
[image: image284.wmf]6
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	10.
	Випадкові цифри. Послідовність r випадкових цифр  
	r – випадкових цифр
	n = 10
	
[image: image285.wmf]10
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	11.
	Розміщення r – чоловік за ознакою статі. 
	r - людей
	n=2
	
[image: image286.wmf]2
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	12.
	Колекція купонів. 
	r – всіх зібраних купонів
	n -  типів купонів
	
[image: image287.wmf]n
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	13.
	Розподілення карт між гравцями у грі у бридж. 
	r = 4 тузи
	n=4 гравці
	
[image: image288.wmf]256
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	14.
	Розподілення генів. Кожен нащадок деякої особи наслідує визначенні гени. Якщо деякий ген може знаходитися в одній із n – форм 
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	r – потомки особистості
	n – генотипи
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	15.
	Хімічні реакції. Припустимо, що молекулярні ланцюжки деякого полімера реагують з киснем. Кожен ланцюжок може прореагувати з 0, 1, 2, 3, … молекулами кисню, які  грають роль кульок, а ланцюжки полімера  - роль ящиків, в яких розміщуються кульки
	r – реагуючих молекул кисню
	n  - ланцюгів полімеру
	
[image: image292.wmf]n
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	16.
	Теорія фотоемульсій. Фотографічна пластинка покрита шаром світлочутливих зерен. Кожне зерно реагує, якщо в нього вдаряється визначена кількість r – квантів. Для теорії важливо знати кількість прореагованих частинок (тобто частинок, в які потрапило r квантів)
	r – кількість прореагованих квантів
	n – зернен емульсії
	
[image: image293.wmf]n
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	17.
	Описки. Можливе розподілення r описок в книжці, що містить n сторінок.
	r - описок
	n – кількість листків
	
[image: image294.wmf]n
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Можливий випадок однакових кульок. Тоді 27 способів скоротяться до 10. Сьогодні на уроці ми його розглядати не будемо. Але перевіримо наші знання і з’ясуємо, який із класів краще опрацював цю тему.
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5. Гра «Найрозумніший» на дві групи або тестування. (Для цього виберіть тест у навчальній програмі та оберіть тему: «Комбінаторика. Група 1 або 2») 
Узагальнимо наші знання про перестановки, розміщення та комбінації у вигляді гри «Найрозумніший»

Група – 1.

1. Скількома способами можна вибрати дві із 3 монет 1,  2, 3 копійки? (
[image: image297.wmf]!
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2. Скількома способами можна вибрати і розмістити по двох місцях 1, 2 двох із чотирьох гостей А, В, С, Д? 
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3. Скількома способами можна вибрати три із 5 букв слова «група»? 
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4. Скількома способами можна вибрати двох із чотирьох гостей? 
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5. Скількома способами можна розставити в рядок на книжковій полиці 5 різних книг? 
[image: image301.wmf])
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6. Скільки всього сигналів можна передати, міняючи порядок 7 різних прапорців: синього, червоного, зеленого, жовтого, коричневого, чорного і білого?  
[image: image302.wmf])
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7. Скількома способами можна розподілити 10 різних листів по 10 різних конвертах? 
[image: image303.wmf])
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8. Скількома способами можна розбити три монети 1, 2, 3 копійки на три групи 1, 2, 3 по одній монеті? 
[image: image304.wmf])
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9. Скількома способами можна розбити чотирьох гостей А, В, С, Д на дві пари 1,2? 
[image: image305.wmf]÷
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10.  Скількома способами можна скласти комісію у складі із 3 чоловік, вибираючи із 4 подружніх пар, якщо в комісію не можуть входити члени однієї сім’ї? (Ці сім’ї можна вибрати 
[image: image306.wmf]4
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способами.

11. Скількома способами можна позначити трикутник, як звичайно його позначати великими латинськими буквами? 
[image: image307.wmf]÷
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Група – 2.

1. Скільки різних білетів із вказуванням станцій відправлення і прибуття можна надрукувати для залізної дороги, на якій 50 станцій? 
[image: image308.wmf]÷
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2. Скількома способами можна вибрати і розмістити по двох місцях 1,2 дві різні монети 1, 2, 3 копійки? 
[image: image309.wmf]÷
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3. Скільки трьохбуквенних слів можна утворити із букв слова «група»? 
[image: image310.wmf]÷
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4. Скількома способами можна переставити n різних предметів, розміщених на n різних місцях? 
[image: image311.wmf])
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5. Скількома способами можна розставити на шаховій дошці 8 пішаків так, щоб ніякі дві з них не стояли на одній горизонталі або вертикалі? 
[image: image312.wmf])
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6. Алхімік знає, що для того, щоб приготувати еліксир життя, потрібно змішати в визначених пропорціях 20 різних рідин, що у нього є. Йому тільки не відомо в якому порядку це потрібно зробити. Скільки всього таких порядків існує? 
[image: image313.wmf])
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7. Скількома способами кожній із амінокислот можна поставити у відповідність взаємооднозначним чином деяку із 20 тройок нуклеїнів? 
[image: image314.wmf])
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8. Скількома способами можна скласти комісію у складі із 3 чоловік, вибираючи із 4 подружніх пар, якщо в комісію входять будь-які 3 із 8 чоловік? 
[image: image315.wmf]÷
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9. Скількома способами можна вибрати 2 із 5 різних кульок? 
[image: image316.wmf]÷
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10. Скількома способами можна вибрати і розмістити в рядок 2 із 5 різних кульок? 
[image: image317.wmf]÷
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11. Скільки всього існує телефонних номерів, що складаються із 5 різних цифр? 
[image: image318.wmf]÷
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12. На столі лежать 8 підручників. З них три підручники можна вибрати? 
[image: image319.wmf]÷
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6.  Знаходження кількості елементів суми множин

У підручнику розглядаються лише дії із множинами. Дуже важливими є задачі на підрахунок кількості елементів множини. Тож розглянемо правило об’єднання для двох множин.

Правило об’єднання для двох множин

Довести, що для кожних скінченних множин А і В справедливо:
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 - кількість елементів множини 
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 - кількість елементів множини В, 
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Доведення.

Із означень об’єднання і доповнення випливає, що
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Для кожних скінченних множин А і В. За правилом додавання  і віднімання маємо
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Якщо множини А і В не мають спільних елементів, то
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1. Правило додавання для трьох

Правило об’єднання для трьох: Довести, що для кожних скінченних множин А, В і С справедливі рівності:


[image: image333.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

C

B

A

n

C

B

n

C

A

n

B

A

n

C

n

B

n

A

n

C

B

A

n

I

I

I

I

I

U

U

+

-

-

-

+

+

=

.

Доведення.
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Розв’яжемо задачі на використання цих правил.

Задача 1. Лекції з фізики відвідують 20 студентів, а лекції із астрономії – 30. Скільки студентів відвідують лекції із фізики, або астрономії, якщо:

а) ці лекції проходять в один і той же час.

б)  ці лекції проходять в різний час і 10 студентів слухають обидва курси.

Розв’язання.

А – студенти відвідують лекції з фізики                       n(A)=20

В - студенти відвідують лекції з астрономії                  n(B)=30.

а) Оскільки лекції проходять в один і той самий час то 
[image: image335.wmf]0
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, і за правилом додавання для двох множин маємо:
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б)  Оскільки лекції проходять в різний час, і 10 студентів слухають обидва курси , то
[image: image337.wmf]10
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Відповідь. а)50, б) 40.

Задача 2. В спеціалізованому спортивному магазині, який торгує лижами, лижними черевиками і лижними палками, за місяць було продано 1000 пар лиж, 500 пар черевиків і 500 пар палок. При цьому 400 пар лиж куплено разом з черевиками, 300 пар лиж – разом з палками, 200 пар черевиків – разом з палками, а 100 пар лиж – разом із черевиками і палками.

Скільки покупців відвідало магазин?

Розв’язання.

А – куплено лиж,                                              n(A)=1000, 

В – куплено лижних черевиків,                      n(B)=500,

С – куплено лижних палок,                             n(C)=500,

тоді 
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Використовуючи правило об’єднання трьох множин маємо:
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Відповідь. 1200.

Задача 3. На екзамені з математики було запропоновано три задачі: одна з алгебри, одна із геометрії, і одна із тригонометрії. Із 1000 абітурієнтів задачу з алгебри розв’язало 800, з геометрії – 700, тригонометрії – 600. При цьому задачі з алгебри та геометрії виконали 600 абітурієнтів, з алгебри та тригонометрії – 500, геометрії та тригонометрії – 400, а 300 абітурієнтів розв’язали всі задачі. Скільки абітурієнтів не розв’язали жодної задачі?

Розв’язання.

А – розв’язали задачі з алгебри,                                  n(A)=800, 

В – розв’язали задачі з геометрії,                                n(B)=700,

С – розв’язали задачі з тригонометрії,                        n(C)=600,

тоді 
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Використовуючи правило об’єднання трьох множин, маємо:
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Хоча б одну задачу розв’язали 900 абітурієнтів, тоді жодної задачі не розв’язали 1000 – 900 = 100 абітурієнтів.

Відповідь. 100.
7. Приклади з генетики.

Комбінаторні методи широко застосовуються у генетиці.  Для цього  дамо відповіді на питання з курсу біології за 11 клас:

1. Що вивчає генетика?

2. Що є носієм спадковості?

3. Як відбувається утворення статевих клітин в організмі? (Відповідь одного учня про диплоїдний набір хромосом, другого про гаплоїдний набір хромосом)

4. Скільки пар хромосом у мухи дрозофіли? (диплоїдний набір п=4 пар хромосом)

5. А у людини? (диплоїдний набір п=23 пар хромосом)
Гамети.

Найпростіша модель утворення статевих клітин в організмі (гамет), зв’язана з розподіленням кожної хромосоми кожної із n пар у диплоїдному наборі в одну із двох, що утворюються гамет. При цьому розподіленні кожна хромосома кожної пари може попасти у кожну гамету незалежно від хромосом других пар.
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У біології 11 класу є 2-й закон    Менделя , що стверджує
2-й закон Менделя. Розчеплення за фенотипом  серед гібридів другого покоління можна описати формулою   
[image: image350.wmf]ï

2

 , де 2 – характер розчеплення за кожною ознакою, а п – кількість ознак (наприклад, у разі дигібридного схрещування п=2, тригібридному п=3, тощо).
Доведення.

Доведемо цей закон методом математичної індукції
1. Перевіримо чи справедлива рівність при
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2. Припустимо, що при 
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3.Доведемо, що при 
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Що й потрібно було довести. 

8. Розглянемо задачі із ЗНО за попередні роки.

ЗНО  2010
1. Студенти однієї з груп під час сесії повинні скласти п’ять іспитів. Заступнику декана потрібно призначити складання цих іспитів на п’ять визначених дат. Скільки всього існує різних варіантів розкладу іспитів для цієї групи? 

Відповідь: 120.

ЗНО 2009

1. До складу української Прем’єр-ліги з футболу входять 16 команд. Упродовж сезону ко-жні дві команди грають між собою 2 матчі. Скільки всього матчів буде зіграно за сезон? 

Відповідь: 240.

2008 біологія

У сім’ї, де батьки добре чують, мати має пряме волосся, а батько – кучеряве (генотип матері – Ааbb, батька – АаВb), народилася глуха дитина з прямим волоссям, їхня друга дитина добре чує і має кучеряве волосся. Укажіть імовірність народження в цій сім’ї глухих дітей з кучерявим волоссям, якщо ген кучерявого волосся (В) домінує над геном прямого (в), глухота (а) – ознака рецесивна. Обидві пари генів знаходяться в різних хромосомах.

1/8 або 12,5 % 
9. Приклади, що показують застосування комбінаторики у різних сферах. 
Для чого ми вивчаємо комбінаторику? Вже говорили, що вона широко застосовується у різних галузях. Наприклад:

1. Фірмі потрібно 4 програмісти, запропонували свої послуги 10. Скількома способами може відбутися відбір програмістів? 

2. У підрозділі 60 солдатів і 5 офіцерів. Скількома способами можна призначити варту з 3 солдат і 1 офіцера?

3. У розпорядженні агрохіміка є 6 різних типів мінеральних добрив. Йому необхідно провести ряд дослідів для вивчення сумісного впливу довільної трійки мінеральних добрив на родючість ґрунту. Скільки всього дослідів доведеться провести агрохіміку?

4. Трупа театру нараховує 20 акторів. Скількома способами можна вибрати з неї протягом двох вечорів по 6 осіб для участі в спектаклях так, щоб кожен актор не брав участь у двох спектаклях? А протягом 3 вечорів?

5. Підприємство може надати роботу за фахом А – чотирьом жінкам, за фахом В – 5 чоловікам, і за фахом С – трьом особам не залежно від статі. Скількома способами на підприємстві можуть заповнити 12 робочих місць, якщо на них є 18 претендентів, серед яких 8 жінок та 10 чоловіків?

6. Баскетбольна команда складається з одного центрового, 2 нападників і 2 захисників. З 12 кандидатів тренер відбирає п’ять і утворює команду. Два кандидати можуть грати центровими, 6 – тільки в нападі, решта в захисті. Скількома способами тренер може утворити команду?
10. Підсумок уроку.

Сьогодні на уроці ми узагальнили наші знання з комбінаторики, позмагалися, розглянули випадок розміщення кульок по ящиках, а також застосування цієї задачі до задач різного походження, розглянули задачі на підрахунок номерів множин. Як ви побачили  - вони використовуються у нашому повсякденному житті.  Розглянули використання задач із комбінаторики у різних галузях: спорт, театр, підприємство, хімія, фізика, ширше розглянули застосування у біології. Задачі із комбінаторики також кожен рік зустрічаються на ЗНО, при вступі у вищі навчальні заклади. Тож я впевнена що з такими задачами ви повинні гарно впоратися. 
Дайте відповіді на питання:

· На якому етапі уроку вам працювалося найважче, а на якому найлегше?

· Що нового взяли для себе?

· Чого навчилися?

· Над чим потрібно попрацювати ще?

11. Домашнє завдання.
Розв’язати комбінаторні задачі.

ІІ. 9. Тематична атестація. 
	№ п/п
	Варіант – 1.
	Варіант – 2.

	1.
	Знайдіть АUВ і А∩В, якщо А = (-∞; 5), В = [2; 6]. (2 бали)
	Знайдіть АUВ і А∩В, якщо А = [4; +∞), В = (-1; 10). (2 бали)

	2.
	Скількома способами можна скласти список з 9 чоловік. (2 бали)
	Скількома способами можна з 20 чоловік призначити двох чергових з однаковими обов’язками. (2 бали)

	3.
	Скільки різних прямих можна провести через 5 точок площини, з яких ніякі три не лежати на одній прямій? (2 бали)
	Скількома способами можна розставити на полиці 6 книг різних авторів? (2 бали)

	4.
	Скількома способами можна з 20 чоловік призначити двох чергових, з яких один – старший? (2 бали)
	Скількома способами із групи в 30 чоловік можна вибрати два делегати на конференцію, якщо делегати мають різне повноваження? (2 бали)

	5.
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	6.
	З 10 різних троянд і 5 різних гербер потрібно скласти букет, що містить 3 троянди і 2 гербери. Скільки різних букетів можна скласти? (2 бали)
	Збори з 30 чоловік обирають голову, секретаря, трьох членів редакційної комісії. Скількома способами це можна зробити? (2 бали)

	
	Варіант – 3.
	Варіант – 4.

	1.
	Знайдіть АUВ і А∩В, якщо А = [5; 10], В = (0; 8). (2 бали)
	Знайдіть АUВ і А∩В, якщо А = (2; 5), В = [-1; 3]. (2 бали)

	2.
	25 учнів потиснули один одному руки. Скільки було зроблено рукостискань? (2 бали)
	Скількома способами можна вибрати 3 різні фарби з 5 різних фарб? (2 бали)

	3.
	Скільки різних слів можна утворити з літер слова “школа”. (2 бали)
	25 учнів обмінялися фотографіями так, що кожен обмінявся з кожним. Скільки було роздано фотографій? (2 бали)

	4.
	До складу профкому обрано10 осіб. Серед них обирають голову, його заступника і секретаря. Скількома способами це можна зробити? (2 бали)
	Скількома способами можна розкласти 8 різних листів в 8 різних конвертів, якщо в кожен конверт вкладається лише один лист? (2 бали)

	5.
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	6.
	Скількома способами можна групу із 15 учнів розділити на дві групи так, щоб в одній групі було 4 чоловіка, а у другій – одинадцять? (2 бали)
	У взводі 5 сержантів і 30 солдат. Скількома способами можна скласти наряд із одного сержанта і трьох солдат? (2 бали)


Відповідь:

	№ п/п
	Варіант – 1.
	Варіант – 2.
	Варіант – 3.
	Варіант – 4.

	1.
	АUВ=(-∞; 6], А∩В= [2; 5).
	АUВ=(-1; +∞], А∩В= [4; 10).
	АUВ=(0; 10], А∩В= [5; 8).
	АUВ=[-1; 5), А∩В= (2; 3).

	2.
	9! = 362 880
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	6! = 720
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Розділ ІІІ.  Початок теорії ймовірностей.

ІІІ. 1. Поняття  про теорію ймовірностей. Основні поняття теорії ймовірностей. Класичне означення ймовірності.

Мета: Ввести основні поняття теорії ймовірностей та поняття про теорію ймовірностей, як науку. Ввести поняття події; випадкової, однорідної, вірогідної події; повної групи подій; попарно несумісних подій; однаково можливих подій; сумісних подій.

Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп.

Тип уроку: Лекція.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Пояснення нового матеріалу.

Означення:  Теорія ймовірностей – математична наука, що вивчає закономірності випадкових явищ.

Ми почнемо вивчення теорії ймовірності з найпростіших дослідів підкидання монети або грального кубика, де всі твердження мають передбачуваний інтуїтивний зміст. Ця інтуїція буде переведена на мову  абстрактної моделі, яка потім буде узагальнена на більш складніші випадки.

Початково теорія ймовірності розвивалась для опису обмеженої кількості дослідів, зв’язаних із азартноми іграми. У зв’язку з цим основною метою теорії було обчислення деяких визначених ймовірностей. Ми будемо йти історичним шляхом і почнемо з азартних ігор. Зробимо це не для того, щоб вивчити їх, а тому що вони мають більш уявний характер і для нашої користі ми можемо відкласти на пізніше розв’язування складних аналітичних задач.
Будь-яка теорія обов’язково включає в себе деякі спрошення. Наше перше спрощення буде стосуватися результатів «дослідів» або «спостережень». Тільки ці можливі результати є об’єктам математичної теорії. Якщо ми хочемо розглянути якусь абстрактну модель досліду ми повинні спочатку встановити, що являє собою можливий результат спрощеного (ідеалізованого) досліду.

Для єдності термінології результати дослідів будуть називатися явищами. Так ми будемо говорити про подію, що із п’яти підкинутих монет більше трьох випали гербом до верху. Аналогічно дослід, із роздачею карт для гри в бридж, може мати своїм результатом «явище», що полягає в тому, що перший гравець отримав два туза.
Означення:  Явище  називається випадковим, якщо його перебіг передбачити неможливо. До випадкових явищ відносяться випадкові події, випадкові величини, випадкові функції та інше.

Спостерігаючи за різними випадковими явищами, інтуїтивно відчувається, що вони мають різну можливість появи в окремому випробуванні. Наприклад, якщо 10 раз підкинути монету, то з досить великою ймовірністю можна чекати появи хоча б одного герба, якщо ж 10 раз спробувати вгадати 6 чисел в лотереї Укр. Лото, то з великою мірою впевненості можна говорити, що жодного разу не вгадаємо.

 Будемо називати експеримент (дослід, випробування) стохастичним, якщо за виконання певної сукупності умов його можна повторювати необмежену кількість разів і результати якого наперед не можна передбачити.

Можливий результат стохастичного експерименту називається подією і позначається великими літерами латинського алфавіту – А, В, С, ...

Подія – це не якийсь випадок, пригода, а лише можливий результат стохастичного експерименту (випробування, досліду).

Означення: Випадкова подія – це подія, яка в результаті випробування може відбутися, а може і не відбутися.
Означення:  Ймовірність випадкової події – це така чисельна міра об’єктивної можливості появи випадкової події А. Позначається ймовірність Р(А).

Означення:  Масовими  називаються події, що спостерігаються за певних умов, які можуть бути відтворені необмежену кількість разів.

Масовими вважаються і ті події, для яких відповідні випробування не можна відтворити, але є можливість спостерігати аналогічні випробування у великій кількості. Наприклад, виклик телефонної станції абонентами, радіоактивний розпад атомів хімічного елемента.

Означення:  Теорія ймовірностей – математична наука, яка вивчає закономірності масових випадкових подій, що можуть багаторазово повторюватися за повторення певної сукупності умов.

Перші праці з’явилися в ХVІ – ХVІІ ст. і належали Д. Кардано (1501-1576), Б. Паскаль (1623 - 1662), П. Ферма (1601 - 1665), Х. Пойгенсу (1629 – 1695).

Означення:  Теорія ймовірностей – математична наука, яка вивчає закономірності масових випадкових подій.

Означення:  Множина подій утворює повну групу подій, якщо внаслідок кожного випробування хоч одна з цих подій відбудеться.

Приклади:

1. Поява 1, 2, 3, 4, 5, 6 очок під час кидання грального кубика.

2. Виграш чи програш по даному лотерейному білету в певному тиражі.

3. Виймання білої або чорної кулі з урни, де є 2 білі і 3 чорні кулі.
[image: image374.jpg]



Означення: Події  А1,  А2, …,  Аn  називаються попарно несумісними, якщо жодні дві з них не можуть відбутися разом, або іншими словами, якщо поява однієї з них виключає появу інших подій в одному й тому ж випробуванні.

Приклади:
1. Влучення і промах під час одного пострілу.

2. Поява 1, 2, 3, 4, 5, 6 очок під час одного кидання грального кубика. – 6 попарно несумісних подій.

Означення:  Події називаються сумісними в даному випробуванні, якщо поява однієї з них виключає можливості появи інших (не обов’язково одночасно ). 
Приклад: Два стрільці стріляють у мішень. Розглянемо випадкові події:

       А1 – один стрілець влучив у мішень;
       А2  - другий  стрілець влучив у мішень.

А1,  і  А2  - сумісні випадкові події.
Події А1,  А2, …,  Аn   можуть бути однаково можливими.
Означення:  Під однаково можливими розуміють такі події, кожна з яких не має жодних переваг у появі частіше за іншу під час багаторазових випробувань, що приводять до однакових умов.

Приклади: 

1. Потрапляння даної команди в І, ІІ, ІІІ, ІV групу під час жеребкування спортивних команд.

2. Випадання герба і решки під час підкидання монети.

Класичне означення ймовірності:  Ймовірність події А дорівнює відношенню числа випадків, що сприяють появі події А, до числа всіх можливих випадків, тобто:
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де n – число можливих випадків;

m –  число випадків, що сприяють появі події А.
Розглядаючи різні випробування, ми повинні ідеалізувати умови, в яких вони проводяться. Наприклад, гральний кубик вважаємо кубом ідеальної форми, зробленим з речовини, густина якої – стала. Центр куба знаходиться в геометричному центрі (точці перетину діагоналей) і т. д. Зрозуміло, що в цьому випадку поява 1 очка така ж, як поява 2, або 3, або 4, або 5, або 6 і дорівнює 
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Означення:  Вірогідною  називається подія U , яка в результаті випробувань відбувається завжди. Р (U) = 1.

Означення:   Неможливою називається подія V, яка в  результаті випробувань не може відбутися . Р (V) = 0.

3. Робота груп.

Група – 1.

1. Чи утворюють повну групу такі множини подій: дослід – підкидання монети; події: А1 – поява герба, А2 – поява решки.

2. Чи є несумісними такі події: дослід – підкидання монети; події: А1 – поява герба, А2 – поява решки.

3. Чи є однаково можливими такі події: дослід – підкидання  симетричної монети; події: А1 – поява герба, А2 – поява решки.

4. Чи є випадковими такі події: дослід – підкидання монети; події: А1 – поява герба, А2 – поява решки.

Група –2.

1. Чи утворюють повну групу такі множини подій: дослід – підкидання двох монет; події: В1 – поява двох гербів, В2 – поява двох решок.

2. Чи є несумісними такі події: дослід – підкидання двох монет; події: В1 – поява герба на першій монеті, А2 – поява решки на другій монеті.

3. Чи є однаково можливими такі події: дослід – підкидання  несиметричної (деформованої) монети; події: В1 – поява герба, В2 – поява решки.

4. Чи є випадковими такі події: дослід – підкидання двох монет; події: В1 – поява двох гербів, В2 – поява двох решок, В3 – поява одного герба і однієї  решки.

Група –3.

1. Чи утворюють повну групу такі множини подій: дослід – два постріли в мішень; події: А0 – жодного влучення, А1 – одне влучення, А2 – два влучення.

2. Чи є несумісними такі події:  дослід – два постріли в мішень; події: С0 – жодного влучення, С1 – одне влучення, С2 – два влучення.

3. Чи є однаково можливими такі події: дослід – постріл в мішень; події: С1 –  влучення, С2 – промах.

4. Чи є випадковими такі події: дослід – постріл в мішень; події: D1 –  влучення, D2 – промах.

5. Звіт груп.

	№

завд.
	Група – 1.


	Група –2.


	Група –3.



	1.
	так
	ні
	так

	2.
	так (несумісні)
	так (несумісні)
	ні (сумісні)

	3.
	так
	ні
	так

	4.
	так
	так
	так


6. Підсумок уроку.

7. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 36, 37 ст.211 – 220 пит. 1- 7, впр. 132 (4-5), 134 (4, 5, 6), 135 (3, 5, 6), 136, ст. 222 
[image: image377.wmf][
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Розділ 8, п. 1-3, ст. 447-458, пит. 1-14, ст. 479. Вивчити конспект. Вправи на листках.

Домашнє завдання:

132. Чи утворюють повну групу такі множини подій:

4) дослід – два постріли в мішень; події:

     С1 – хоча б одне влучення, 

     С2 – хоча б один промах.               (ні)
5) дослід – виймання карти з колоди; події:
     D1 –  поява карти чирвової масті,
     D2 – поява карти бубнової масті,      (ні)

     D3 –  поява карти трефової масті.
133. Чи  є несумісними такі події: 
4) дослід – два постріли в мішень; події:

     D1 – хоча б одне влучення, 

     D2 –  хоча б один промах.               (ні)

5) дослід – виймання двох карт з колоди; події:
     Е1 – поява двох карт чорної масті,

     Е2 – поява туза, 
     Е3 – поява дами.   (ні)

134. Чи є однаково можливими такі події: 

4) дослід – підкидання двох монет; події:
     D1 – поява двох гербів,

     D2 – поява двох решок,        (ні)

     D3 –  поява одного герба і однієї решки.
5) дослід – виймання однієї карти з колоди; події:
     Е1 – поява карти чирвової масті,

     Е2 – поява карти бубнової масті,       (так)
     Е3 – поява карти трефової масті.

6) дослід – підкидання гральної кості; події:

     F1 – поява не менш, ніж 3 очки,   (3, 4, 5, 6)
     F2 –  поява не більш, ніж 4 очки.   (1,2,3,4)    (так)

135. Чи є випадковими такі події:

3) дослід – підкидання гральної кості; події:

     С1 – поява не більш, ніж 2 очкаа,   (1,2)   

     С2 – поява трьох, або чотирьох очок,   (3,4)

     С3 – поява не менш, ніж 5 очок.   (5,6)    (так)

5) дослід – два постріли в мішень; події:

     Е1 – жодного влучення, 

     Е2 –  одне влучення.             (так)     

6) дослід – виймання двох карт з колоди; події:
     F1 – поява двох карт чирвової масті,

     F2 –  поява двох карт чорної масті.     (так)     

136. Наведіть приклади:

   а) трьох подій, які утворюють групу елементарних подій (випадків);

   б) трьох подій, однаково можливих і несумісних, але які не утворюють повної групи;

   в) двох подій однаково можливих і таких, що утворюють повну групу, але не однаково можливих;

   г) двох подій однаково можливих і таких, що утворюють повну групу несумісних подій.

.

ІІІ. 2. Класичне означення ймовірності. Розв’язування задач.

Мета: Узагальнити і систематизувати знання учнів про класичне означення ймовірності, а також навчитися застосовувати його при розв’язуванні задач.
Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп.

Тип уроку:  Розв’язування задач.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Учні відповідають на питання:

1. Які поняття теорії ймовірностей приймаються за первісні, не означувані поняття?

2. Яка подія називається випадковою?
3. Які  випадкові події називаються масовими? Навести приклади.
4. Які події називаються попарно несумісними? Навести приклади.
5. Які сукупності подій утворюють повну групу? Навести приклади.
6. Які події називають однаково можливими? Навести приклади.
7. Які події називають елементарними? Навести приклади.
  Розв’язати усно такі задачі:

1. Знайти ймовірність наступних подій:

1.  А – випало число, що є дільником числа 6;

2.  В – випало не менше, ніж 5 очок;

3.  С – випало не більше, ніж 5 очок;

4.  D – випало число, що є квадратом натурального числа?

Розв’язання:

1. Дільниками числа 6 є числа: 1, 2, 3, 6. Тоді сприятливих випадків є 4, тобто m = 4, а всього є 6 можливих випадків, тобто n = 6. Маємо
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2. Можливі випадки { 5, 6 }, тобто m = 2,  n = 6 і  
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3. Можливі випадки { 1, 2, 3, 4, 5 }, тобто m = 5,  n = 6 і  
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4. Можливі випадки { 1, 4 }, тобто m = 2,  n = 6 і  
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2. Кидають дві однакові монети. Яка з подій більш ймовірна: 

      А – монети випадуть однаковими сторонами;

      В - монети випадуть різними сторонами?

Розв’язання:

Можливі випадки { ГГ, ГР, РГ, РР } – повна група подій. 

Події А сприяють випадки { ГГ,  РР },тоді m = 2,  n = 4 і 
[image: image382.wmf]2

1

4

2

)

(

=

=

A

P

, а події В - {  ГР, РГ }, тобто m = 2,  n = 4 і  
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Отже, ці події однаково можливі.

2. Розв’язування задач і вправ.

1. В ящику  a білих і  b чорних куль. З нього навмання беруть одну кульку. Яка ймовірність того, що вона буде білого кольору?

Розв’язання:

Оскільки в ящику а білих куль, то m = а, всього a+b куль, тоді n = а+в і  
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Відповідь: 
[image: image385.wmf]b
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      2. В ящику  a білих і  b чорних куль. З нього виймають одну кульку білого кольору і відкладають в сторону. Після цього з ящика беруть ще одну кульку. Яка ймовірність того, що вона також буде білого кольору?

Розв’язання:
Після того, як вийняли одну білу кульку, в ящику залишилось а-1 біла кулька і а+b-1 – всьго куль. Тому m = а-1,  n = a+b-1 і  
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Відповідь: 
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3. З натуральних чисел від 1 до 30 учень навмання називає одне. Яка ймовірність того, що це число є дільником числа 30? 

Розв’язання:

Зрозуміло, що n = 30. Дільниками числа 30 є множина чисел 
{ 1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30 }, тобто m = 8. Отже, 
[image: image388.wmf].
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Відповідь: 
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3. Маємо новий відривний календар не високосного року. Відриваємо в ньому один листок. Знайти ймовірність наступних подій:

А – на листку число 1;

В - на листку число 31;

С - на листку число , що діляться на 5.

Розв’язання:

Листків, що містять число 1 – дванадцять, а всього календар має 365 листків. Отже,  m1 = 12,  n = 365 і 
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Листків, що містять число 31 – сім, а отже,  m2 = 7,  n = 365 і 
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Всі місяці, крім лютого мають числа 5, 10, 15, 20, 25, 30, що діляться на 5, а лютий серед цих чисел не має числа 30. 
Отже,  
[image: image392.wmf].
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4. Робота груп.

Група – 1.

Куб, всі грані якого пофарбовано, розрізали на 1000 рівних кубиків. Знайти ймовірність того, що взятий навмання кубик має три пофарбовані грані? 
Група –2.

Куб, всі грані якого пофарбовано, розрізали на 1000 рівних кубиків. Знайти ймовірність того, що взятий навмання кубик має дві пофарбовані грані? 

Група –3.


Куб, всі грані якого пофарбовано, розрізали на 1000 рівних кубиків. Знайти ймовірність того, що взятий навмання кубик має одну пофарбовану грань? 

5. Звіт груп.

  Група – 1.  m1 = 8,  n = 125,  
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  Група –2.   m2 = 12·8 = 96,    n = 125,  
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96

)

(

=

A

P

.
  Група –2.   m3 = 6·8·8 = 348,   n = 125,  
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 6.  Додаткові задачі.
Гральний кубик підкидаємо один раз. Яка ймовірність наступних подій:

А – з’явилось число, що є дільником числа 4;

В – з’явилось не менше, ніж 3 очка;

С – з’явилось не більше, ніж 3 очка;

D – з’явилось число, що є кубом натурального числа.


Розв’язання:

{1; 2; 4} – множина чисел, що сприяють події А, тому m1 = 3, а всього є 6 чисел, тобто n = 6.

Отже,  
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{3; 4; 5; 6} – множина чисел, що сприяють події В, тому 
[image: image397.wmf]4
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, а всього є 6 чисел, тобто n = 6.

Отже, 
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{1; 2; 3} – множина чисел, що сприяють події С, тому 
[image: image399.wmf]3
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Отже, 
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{1} – множина чисел, що сприяють події D, тому 
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Отже, 
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Відповідь: 
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7. Підсумок уроку.

8. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 38 ст.223 – 224. Впр. 137, 138  
[image: image407.wmf][
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           Розділ 8, п.3, ст. 456-458. Впр. 1, 2 
[image: image408.wmf][
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Домашнє завдання:

137. У загальноміському святі беруть участь 20 учнів з однієї школи, 25 – з другої і 30 – з третьої. Яка ймовірність того, що учень, з яким ви заговорите, навчається в другій школі?

Розв’язання:

           З другої школи беруть участь у загальноміському святі 25 учнів, тому m = 25, всього на свято приїхало n = 20 + 25 + 30 = 75 учнів.

Отже, 
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Відповідь: 
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138. Із 30 студентів 10 мають спортивні розряди. Яка ймовірність того, що три вибрані навмання студенти будуть розрядниками?

Розв’язання:

Три студенти із спортивними розрядами ми можемо вибрати 
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  способами, а всього можна скласти  
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 - груп по 3 студенти.

Отже,  
[image: image413.wmf]03
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Відповідь: 
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2. Телефонна лінія, що з’єднує два пункти А і В, які розташовані один від одного на відстані 2 км, обірвалась у невідомому місці. Яка ймовірність того, що обрив знаходиться не далі, ніж за 450 км від пункту А?

Розв’язання:

В нашому випадку m = 450, n = 2000.

Отже,  
[image: image415.wmf]40
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Відповідь: 
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ІІІ. 3. Розв’язування задач на обчислення ймовірностей подій з використанням формул комбінаторики.

Мета: Навчитися розв’язувати задачі на обчислення ймовірностей подій з використанням формул комбінаторики.
Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп.

Тип уроку:  Розв’язування задач.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Математичний диктант.

	№

п/п
	Варіант - 1
	Варіант - 1

	1.
	Як називається подія, що в результаті випробування може відбутися або не відбутися?

(Випадковою)
	Однорідні події, що спостерігаються за певних умов, які можуть бути відтворені необмежену кількість разів називаються...   (Масовими)

	2.
	Як називаються події А1,А2,...,Аn в даному випробуванні, якщо жодні дві з них не можуть відбутися разом.

(Попарно несумісними)
	Як називаються події, якщо поява однієї з них не виключає можливості появи інших (не обов’язково в даному випробуванні).

(Сумісними)

	3.
	Як називається подія, яка внаслідок даного випробування обов’язково має відбутися.

(Вірогідною)
	Як називається подія, яка внаслідок даного випробування не може відбутися.

(Неможливою)

	4.
	З класу, у якому навчається 25 учнів, навмання вибирається один. Яка ймовірність того, що це буде хлопець, якщо хлопців у класі 10?
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	У ящику 15 білих і 17 чорних куль. З нього навмання беруть одну кулю. Яка ймовірність того, що вона буде білого кольору?
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3. Розв’язування задач і вправ.

Дуже часто в задачах на підрахунок ймрвірностей використовуються формули комбінаторики.

Приклади:
1. Нехай є п’ять відрізків, довжини, яких 1, 3, 4, 7 і 9см. Навмання вибираємо три з них. Знайти ймовірність того, що з них можна побудувати трикутник.

Розв’язання:

Всього можна скласти  
[image: image419.wmf]10
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  наборів.

Використовуючи властивість трикутника нас задовольняють трійки чисел: 
{4, 7, 9} і {3, 7, 9}. Інших випадків немає, тобто n = 2, тоді 
[image: image420.wmf]2
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Відповідь: 0,2.

2. З ящика, що містить n пронумерованих кульок, навмання виймають одну за одною кульки. Знайти ймовірність того, що навмання вийняті кульки будуть йти попорядку нумерації.

Розв’язання:

Оскільки 
[image: image421.wmf]!
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, а нас влаштовує лише один варіант, то 
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Відповідь: 
[image: image423.wmf]!
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3. На картах записали натуральн числа від 1 до 15. Навмання виймають дві з них. Знайти ймовірність того, що сума чисел, записаних на картках дорівнює 10?

Розв’язання:

Оскільки з 15 чисел вибирають 2, то 
[image: image424.wmf]105
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. Нас влаштовубть набори:

           1. {1, 9}, {6,4};  
           2. {2, 8}, {7, 3};

           3. {3, 7}, {8, 2};
           4. {4, 6}, {9, 1}.

Пара {5, 5} – неможлива. Отже, m = 4, тоді 
[image: image425.wmf]105
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Відповідь: 
[image: image426.wmf]105
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4. Робота груп.

Група – 1.

На чотирьох картках записані числа 1, 2, 3, 4. Беремо навмання три з них. Знайти ймовірність того, що сума трьох цих чисел ділиться на три?

Розв’язання:

З чотирьох карт, вибрати три можна 
[image: image427.wmf]4
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 способами. Нас задовільняють випадки: {1, 2, 3} і {2, 3, 4}, тоді m = 2, 
[image: image428.wmf]2
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Відповідь: 
[image: image429.wmf]2
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Група – 2.

В ящику 12 червоних, 5 білих та 3 чорних кульки. Беремо навмання 6 з них. Знайти ймовірність того, що взято 3 червоні, 2 білі та 1 чорна кульки?

Розв’язання:

Вибрати 12 червоних, 5 білих та 3 чорних кульки можна 


[image: image430.wmf]41344
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 способами, а 3 червоні, 2 білі та 1 чорна кульки можна 
[image: image431.wmf]6600
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  способами.

Отже, 
[image: image432.wmf]16
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Відповідь: ≈ 0,16.

Група – 3.

В ящику а білих та в чорних кульок (а > 2). Беремо навмання 2 з них. Знайти ймовірність того, що обидві вони білі?

Розв’язання:

Вибрати 2 кульки з а білих та в чорних кульок можна 
[image: image433.wmf]2
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[image: image434.wmf]2
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Отже, 
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Відповідь: 
[image: image436.wmf](
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5. Звіт груп.

6. Додаткові задачі.

1. В ящику а білих в чорних і с зелених кульок. Беремо навмання 3 з них. Знайти ймовірність того, що всі вони різного кольору?

Розв’язання:

Вибрати 3 чорних кульки з усіх можна 
[image: image437.wmf]3
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 способами, а щоб вони були різного кольору потрібно взяти їх по одній, тоді 
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Відповідь: 
[image: image440.wmf](
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2. З 10 книг, що стоять на книжковій полиці три з математики. Знайти ймовірність того, що всі вони стоять поруч.

Розв’язання:

Всі 10 книг на полиці ми можемо роставити n = 10! способами. Вважаючи три дані книжки з математики за одну, обчислимо кількість сприятливих випадків, тобто m = 8!·3!.

Отже, 
[image: image441.wmf]15
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             Відповідь: 
[image: image442.wmf]15
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           3. На картках записані числа 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12, 13. Навмання беруть дві з них і складають дріб. Знайти ймовірність того, що утворений дріб нескоротний.

Розв’язання:

З даних чисел можна скласти 
[image: image443.wmf]28
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 пар чисел. Числа 2, 4, 6, 8, 12 -  парні, тому складений з них дріб буде  скоротним. Таких дробів буде 
[image: image444.wmf]10
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. Інші числа 7, 11, 13 з кожним  2, 4, 6, 8, 12 взаємно прості. Отже, більше скоротних дробів не буде. Тому 

m = 28 – 10 = 18, тоді 
[image: image445.wmf]14
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Відповідь: 
[image: image446.wmf]14
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4. З букв різної азбуки складено слово. Потім букви перемішються і навмання береться одна за одною. Знайти ймовірність того, що буде складено початкове слово, якщо це слово: а) книга; б) ананас.

Розв’язання:

а) Оскільки букви в слові не повторюються, то кількість слів складена з цих букв буде: n = 5! = 1·2·3·4·5 = 120. Нас влаштовує лише один варіант.
Отже, 
[image: image447.wmf]120
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б) З даних букв можна скласти n = 6! = 1·2·3·4·5·6 = 720 різних комбінацій, але букви “а” і “н” повторюються тому 
[image: image448.wmf]12
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Отже, 
[image: image449.wmf].
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 Відповідь: а) 
[image: image450.wmf]120
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, б) 
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7. Підсумок уроку.

8. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 39 ст.226 – 228, пит. 1 – 6. Впр. 153, 154 
[image: image452.wmf][
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.

          Розділ 8, 14 ст. 458-460, пит. 1 – 14, ст. 479. Впр. 17.
[image: image453.wmf][

]
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.            
Домашнє завдання:

153(17). У шаховому турнірі беруть участь 10 шахістів, які жеребкуванням поділені на дві команди по 5 шахістів у кожній. Знайти ймовірність того, що два найсильніші шахісти будуть в різних командах.

Розв’язання:

Кожен з 10 гравців при жеребкуванні має одне з 10 місць. Коли один найсильніший гравець зайняв місце, для другого залишилося  9 місць, n = 9, але в другій команді є лише 5 місць, тому m = 5. 
[image: image454.wmf]9
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Відповідь: 
[image: image455.wmf]9
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154. Кинуто два гральні кубики. Знайти ймовірність того, що випадуть різні числа.

Розв’язання:

Всього є n = 6·6 = 36 варіантів, шість з них будуть з однаковими числами, тоді з різними  –  m =36 – 6 = 30. 

Отже,  
[image: image456.wmf]6
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Відповідь: 
[image: image457.wmf]6
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ІІІ. 4. Статистичне означення ймовірності. Закон великих чисел. 

Мета: Ввести поняття про статистичне означення ймовірності, статистичної частоти, навчитися використовувати теорему про закон великих чисел, розв’язати задачі використовуючи геометричне означеня ймовірності.
Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп, кольорова крейда.

Тип уроку: Розв’язування задач.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

    Усно розв’язуємо задачі:

1. З ящика, що містить 6 пронумерованих кульок, навмання виймають одну за одною всі кульки. Знайти ймовірність того, що всі вийняті кульки будуть йти попорядку нумерації.

Відповідь: 
[image: image458.wmf]720
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2. На картках записані натуральні числа від 1 до 10. Навмання виймають дві з них. Знайти ймовірність того, що сума чисел, записаних на цих картках дорівнює 7?

Розв’язання:

{1; 6}, {2; 5}, {3; 4} – це всі можливі пари чисел, утворених з даних, що в сумі дають 7. Тому m = 3, а всього можливих випадків є 
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Отже, 
[image: image460.wmf]15
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Відповідь: 
[image: image461.wmf]15
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3. В ящику 3 білих, 22 чорних і 5 червоних кульок. Беремо навмання 5 з них. Знайти ймовірність того, що взято 1 білу, 3 чорних і 1 червону кульки?

Розв’язання:

Вибрати (з усіх кульок) 1 білу, 3 чорних і 1червону кульки можна 

[image: image462.wmf]23100

!

4

!

1

!

5

!

2

!

1

!

3

!

19

!

3

!

22

1

5

1

3

3

22

=

×

×

×

×

×

=

=

C

C

C

m

 способами.

Всього можливих випадків є
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Отже, 
[image: image464.wmf].
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             Відповідь:  0,23.

3. Пояснення нового матеріалу.

Щоб ввести поняття статистичної ймовірності, повернемося до прикладу підкидання гральної кості, яка має однакову густину, є кубом і підкидається навмання. Ймовірність появи шестірки на її грані дорівнює 
[image: image465.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image466.wmf]6

1

.

 Припустимо, що кість підкинули n разів і шістка випала m разів.

Означення:  Відношення 
[image: image467.wmf]n

m

 називається статистичною частотою появи шістки під час проведення серії таких випробувань.

Може трапитись, що в n підкиданнях шістка випаде m разів. Статистична частота в цьому разі  
[image: image468.wmf]n
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Із збільшенням кількості підкидань вона наближається до числа 
[image: image469.wmf]6
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, тобто прямує до ймовірності  
[image: image470.wmf]6
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p – статистична ймовірність.

Означення:  Ймовірністю події А називається невідоме число p, навколо, якого зосереджується значення статистичної частоти, здійснення події А при зростанні числа випробувань.
Теорема (Бернуллі) . Якщо в ряді випробувань ймовірність деякої події залишається для кожного випробування сталою, то з достовірністю можна стверджувати, що при досить великій кількості випробувань статистична частота цієї події відрізняється як завгодно мало від її ймовірності.
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Приклад: З 1000 довільно вибраних деталей приблизно 5 бракованих. Скільки бракованих деталей буде серед 3600 деталей?

Розв’язання.

Позначимо А – навмання взята бракована деталь. Тоді статистична частота дорівнюватиме:
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, m = 5, n = 1000.
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Якщо серед 3600 деталей виявилося х бракованих, то ймовірність події А становитиме: 
[image: image474.wmf]3600

)

(

x

A

P

=

, оскільки 
[image: image475.wmf]{
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, звідки х = 0,005·3600 = 18.

Відповідь: 18 деталей.

8. Підсумок уроку.

9. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 40 –41, ст.230 – 235, пит. 1 –3. Впр. 165, 166. 
[image: image477.wmf][
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ІІІ. 5. Теорема додавання ймовірностей несумісних подій.

Мета: Ввести поняття простої і складеної події, суми подій, теорему додавання ймовірностей несумісних подій, а також її застосування при розв’язуванні задач.
Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп, кольорова крейда.

Тип уроку:  Комбінований.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

На попередніх уроках ми ознайомилися із поняттям статистичної ймовірності, законом великих чисел, тож пригадаємо, що називається статистичною частотою?

- що таке статистична ймовірність?

- як позначається статистична частота? (
[image: image478.wmf]{
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- як позначається статистична ймовірність? (р)
- що стверджує теорема Бернуллі, тобто закон великих чисел? (
[image: image479.wmf]{
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Розв’язати усно такі задачі:

1. Із 1000 пострілів стрілець влучив у ціль 890. Яка статистична ймовірність влучити в ціль для цього стрільця?

Розв’язання.
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– число близьке до статистичної ймовірності.

Відповідь: 0,89.

2. Під час експерименту виявили, що з 2000 підкидань кубика 334 рази випала шістка. Якою є статистична частота випадання шістки під час експерименту? Як вона відрізняється від ймовірності? Чи узгоджуються результати експерименту із законом великих чисел?

Розв’язання.

Оскільки статистична частота 
[image: image481.wmf]{
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, а ймовірність випадання шістки 
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 ≈ 0,1667 (0,1667 – 0,117 = 0,0497) – як завгодно мала.

Учні відповідають на питання:

1. У чому полягає зміст поняття геометричної ймовірності. Пояснити на прикладі.

2. Сформулювати геометричне означення ймовірності.

3. Яка перевага геометричної ймовірності над класичною?

4. Пояснити розв’язання домашньої задачі 165.

3. Пояснення нового матеріалу.

У теорії ймовірностей розрізняють прості і складені події.

Наприклад, на час підкидання двох костей випало два очки. Це проста  подія.

Означення:  Подія називається складеною, якщо поява її залежить від появи інших, простих подій. Наприклад, під час підкидання двох гральних кубиків у сумі випало 10 очок. Ця подія називається складеною, бо вона складається з трьох простих подій:

1) на першому кубику випало 4, а на другому 6 очок;

2) на першому кубику випало 5, а на другому 5 очок;

3) на першому кубику випало 6, а на другому 4 очок;

Означення:  Сумою двох подій  А і В називається подія С, така, що відбувається, якщо відбувається принаймі одна з двох подій А чи В. Записують: 

С = А + В  (С = АUВ)
[image: image484.jpg]abo
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Означення:  Добутком двох подій А та В називається подія С, така, що відбувається, якщо відбуваються дві події А та В одночасно. Записують: 

С = АВ  (С = А∩В).

[image: image485.jpg]abo
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Означення: Подією, протилежною до події А, називається подія В,  яка відбувається, коли не відбувається подія А і навпаки. Записують: 
[image: image486.wmf]A
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.

Властивості  подій.

1. 
[image: image487.wmf].
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2. 
[image: image488.wmf]A
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Комунікативні закони:

3. А + В = В + А.

4. АВ = ВА.

Асоціативні закони:

5. (А + В) + С = А + (В + С).

6. АВ + С = (А + С)·(В + С).

Дистрибутивні закони:

7. (А + В)·С = АС + ВС.
[image: image489.jpg](A + B)*C = AC + BC

(A + B)sC AC + BC




8. АВ + С = (А + С)·(В + С).
[image: image490.jpg]AB+C=(A+C)*B+C)

AB+C (A + C)(B + C)




[image: image1005.jpg]


                 
9. А + А =А.
10. А·А = А.
[image: image1006.jpg]



  11. А + Ā = U – вірогідна подія.

  12. А·Ā = V – неможлива подія.
  13. А+U = U.

  14. А·U = А.

  15. А + V = А.

  16. А + V = V.

Закони двоїстості (або закони Моргана).

                         17. 
[image: image491.wmf]B
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18.
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Означення: Події А і В називаються несумісними у даному випробуванні, якщо вони не можуть відбутися разом.  

[image: image1011.jpg]


Події А і В – несумісні.
Теорема: Ймовірність суми двох несумісних подій дорівнює сумі ймовірностей цих подій, тобто

Р(А + В) = Р(А) + Р(В).

Доведення.
[image: image493.jpg]Aml B mp
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Нехай для події А є m1 – сприятливих випадків, а для події В - m2 . Тоді для події А+В сприятливими будуть m1 + m2 випадки.

Отже, Р(А) = 
[image: image494.wmf]n
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 = Р(А) + Р(В).

Що й потрібно було довести.

Наслідки з теореми:

1. Якщо події 
[image: image495.wmf]n
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 попарно несумісні, тобто ніякі дві з не можуть відбутися разом, то 
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2. Якщо попарно несумісні події 
[image: image497.wmf]n
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 складають повну групу подій, то
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3. Сума ймовірностей протилежних подій дорівнює 1, тоді
[image: image499.wmf]).
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4. Розв’язування задач і вправ.

1. В лотереї випущено 100 000 квитків і встановлено 100 виграшів по 20 тис.грн., 1000 – по 10 тис.грн., 5000 – по 2,5 тис.грн. і 10 000 – по 500 грн. Знайти ймовірність того, що придбавши один квиток, можна виграти не менше 2,5 тис.грн.?

Розв’язання.

n = 100000.

Позначимо події наступним чином:

А – виграш не менше 2,5 тис.грн.;

А1 – виграш дорівнює 2,5 тис.грн.;                   
[image: image500.wmf];
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А2 – виграш дорівнює 10 тис.грн.;                    
[image: image501.wmf];

1000

2

=

m


А3 – виграш дорівнює 20 тис.грн.;                    
[image: image502.wmf].
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Оскільки куплено один білет і події 
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Відповідь: 0,061.

1. Учню потрібно приготувати 5 уроків. 20% робочого часу витрачає на фізику, 10% - на біологію, 15% - на географію, 25% - на українську мову і 30% - на математику. Батьки учня прийшли з робрти. Яка ймовірність того, що вони побачуть, що син готує уроки з:

а) фізики або географії;

б) фізики або математики;

в) фізики або української мови;

г) фізики, біології або географії?

Розв’язання.

Позначимо події наступним чином:

А1 – учень готує фізику;                 m1 = 20%,   n =100%,    
[image: image505.wmf];
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А2 – учень готує біологію;              m2 = 10%,   n =100%,    
[image: image506.wmf]10
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А3 – учень готує географію;            m3 = 15%,  n =100%,    
[image: image507.wmf]20
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А4 - учень готує укр. мову;              m4 = 25%,  n =100%,    
[image: image508.wmf]4
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А5  - учень готує математику;          m5 = 30%,  n =100%,    
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Оскільки учень не може готувати одночасно декілька уроків, то події попарно несумісні. Тоді, якщо:

а) В – учень готує фізику або географію;

б) С – учень готує фізику або математику;

в) D – учень готує фізику або укр. мову;

г) Е – учень готує фізику, біологію або географію.

Тоді:
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[image: image512.wmf];
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[image: image513.wmf]45
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Відповідь: 0, 35; 0,5; 0,45; 0,45.

2. В майстерні є три верстати. За зміну з ладу може вийти не більше одного верстата. Перший виходить з ладу з ймовірністю 0,15, другий – з ймовірністю – 0,05, а третій – з ймовірністю 0,1. Знайти ймовірність того, що за зміну  жоден з верстатів не вийде з ладу.

Розв’язання.

Позначимо події наступним чином:

А – за зміну з ладу не вийде жоден верстат.

Ā – вийде з ладу хоча б один верстат.

Р(А) = 1 – Р(Ā).


[image: image514.wmf]1
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 – виходить з ладу І верстат;                      
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[image: image516.wmf]2
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 – виходить з ладу ІІ верстат;                      
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[image: image518.wmf]3
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 – виходить з ладу ІІІ верстат;                    
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[image: image521.wmf].
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Відповідь: 0,7.
5. Робота груп.

Група – 1.

[image: image1012.jpg]my
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Мішень складається з трьох кругів, в які стрілець попадвє відповідно з ймовірностями 0,2; 0,2; 0,1. Стрілець  виконує лише один постріл. Що більш ймовірно: влучити чи ні?

Розв’язання.

Позначимо події наступним чином:

А – стрілець влучив у мішень.

Ā – стрілець не влучив у мішень.
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[image: image523.wmf]1
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– влучив у перший круг;     
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[image: image525.wmf]2

A

 – влучив у другий круг;      
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[image: image527.wmf]3

A

 –влучив у третій круг;        
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[image: image529.wmf].
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[image: image530.wmf].
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Отже, ці події рівноймовірні.

Відповідь: 0,5; 0,5.
Група – 2.

Стрілець попадає в десятку з ймовірністю 0,05, в дев’ятку з ймовірністю – 0,2,  а у вісімку з ймовірністю – 0,5. Зроблено один постріл. Знайдіть ймовірність наступних подій:

А – вибито не менше восьми очок;

В – вибито менше восьми очок;

С – вибито більше восьми очок.

Розв’язання.

Позначимо події наступним чином:
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– влучив у десятку;     
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[image: image533.wmf]2

A

 – влучив у дев’ятку;      
[image: image534.wmf].

2

,

0

)

(

2

=

A

P



[image: image535.wmf]3

A

 –влучив у вісімку;        
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[image: image537.wmf].
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[image: image538.wmf];
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[image: image539.wmf].
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Відповідь: 0,75; 0,25; 0,25.

6. Звіт груп.

7. Додаткові задачі.

1. Групі школярів з 30 чоловік видали путівки для  відпочинку: 15 – в Крим, 8 – в Одесу, 7 – в Миргород. Путівки розподіляються жеребкуванням. . Знайти ймовірність того, що два товариші будуть відпочивати в одному місці?

Розв’язання.

А – двоє товаришів їдуть разом на відпочинок.

Позначимо події наступним чином:
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[image: image542.wmf]2
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 – двоє їдуть в Одесу;             
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[image: image544.wmf]3

A

 – двоє їдуть в Миргород;      
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Відповідь: ≈ 0,354.

2. Учень навмання називає одне з трицифрових чисел (від 100 до 999).  Знайти ймовірність того, що в цьому числі хоча б дві цифри співпадають?

Розв’язання.

Позначимо події наступним чином:

А – співпадають хоча б дві цифри;

Ā – не співпадають

Таких чисел є:

 9·10·10 = 900 – всього трицифрових,

9·9·8 = 648 – в яких цифри не повторюються.
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 Р(А) = 1 – 0,72 = 0,28;

Відповідь: 0,28.

8. Підсумок уроку.

9. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 42, ст.236 – 240, пит. 1 –5. Впр. 167, 168, 170. 
[image: image548.wmf][

]
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.

п. 5, ст.460 – 464, пит. 15 – 19. Впр. 6, 7, 21. 
[image: image549.wmf][

]

9

 .
Домашнє завдання:

167(6). Маємо 8 білетів, занумерованих числами від 1 до 8. Назвемо події 
[image: image550.wmf]1

A

 – виймання білета 1, 
[image: image551.wmf]2

A

 – виймання білета 2, ... , 
[image: image552.wmf]8

A

 – виймання білета 8. Що  означає подія 
[image: image553.wmf].
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Розв’язання.

Ця подія означає, що вийняли хоча б однин білет з чотирьох (№ 3 - 6).

168(7). Під час стрільби у мішень стрілець має змогу влучити в одну з чотирьох зон. Нехай ймовірність влучення в першу зону – 0,24, в другу – 0,17, у третю – 0,12. Знайти ймовірність того, що з одного пострілу стрілець влучає або в першу, або в другу зону. 

Розв’язання.

А – стрілець влучає з першого пострілу або в 1-шу, або в 2-гу зону.

[image: image1013.jpg]


Позначимо події наступним чином:


[image: image554.wmf]1

A

– стрілець влучає в 1-шу зону;     
[image: image555.wmf].
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[image: image556.wmf]2

A

 – стрілець влучає в 2-гу зону;      
[image: image557.wmf].
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[image: image558.wmf]3

A

 – стрілець влучає в 3-тю зону;        
[image: image559.wmf].
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[image: image560.wmf].
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Відповідь: 0,41.

170(21). У партії з 200 деталей 150 деталей першого гатунку, 30 – другого, 16 – третього, 4 – браковані деталі. Знайти ймовірність того, що навмання взята деталь буде або першого, або другого гатунку?

Розв’язання.

Позначимо події наступним чином:


[image: image561.wmf]1

A

  – деталь 1-го гатунку;       
[image: image562.wmf]4
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[image: image563.wmf]2
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  – деталь 2-го гатунку;       
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[image: image565.wmf]3

A

  – деталь 3-го гатунку;       
[image: image566.wmf]100
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[image: image567.wmf]4

A

  – бракована деталь;          
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А – вибрана деталь першого або другого гатунку.


[image: image569.wmf].
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Відповідь: 0,9.

ІІІ. 6. Незалежні події. Теорема множення ймовірностей для незалежних подій.

Мета: Ввести поняття незалежних подій, залежних, незалежних в сукупності, попарно незалежних, теорему про ймовірність добутку двох незалежних подій, теорему додавання ймовірностей сумісних подій, а також довести їх.
Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп, кольорова крейда.

Тип уроку:  Комбінований.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Пояснення нового матеріалу.

На попередньому уроці ми розглянули випадок теореми додавання для несумісних подій. Але як бути якщо події сумісні?

Означення: Подія В називається незалежною від події А, якщо поява події А не змінює ймовірність події В.

Якщо подія В незалежна від події А, то й подія В незалежна від події А.

Теорема (теорема множення ймовірностей незалежних подій): Ймовірність сумісної появи двох незалежних подій дорівнює добутку ймовірностей цих подій.

Р(АВ) = Р(А)· Р(В).

Доведення.

Нехай А і В – дані незалежні події, тобто А∩В = А·В. Причому для події А – 
[image: image570.wmf]1

m

 - сприятливих випадків, а для події В – 
[image: image571.wmf]2

m

 - сприятливих випадків. Тоді для події 
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– всього випадків і 
[image: image573.wmf]2
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 – всього сприятливих випадків.
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Що й потрібно було довести.

Означення: Дві події називаються незалежними, якщо ймовірність їх суміщення (добутку) дорівнює добутку ймовірностей цих подій. У протилежному випадку події називаються залежними.

Означення: Кілька подій називаються попарно  незалежними, якщо кожні дві з них незалежні.
Приклад: Події А, В, С, D попарно незалежні, якщо попарно незалежні події: А і В; А і С; А і D; В і С; В і D; С і D.

Означення:  Кілька подій називаються незалежними в сукупності (або просто незалежними), якщо незалежні кожні дві з них і незалежна подія і всі можливі добутки решти.

Якщо події незалежні попарно, то вони незалежні в сукупності.

Наслідок: Ймовірність сумісної появи кількох подій, незалежних у сукупності, дорівнює добутку ймовірностей цих подій:


[image: image575.wmf]).
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Якщо події 
[image: image576.wmf]n

A

A

A

×

×

×

...

2

1

 незалежні в сукупності, то незалежні і протилежні їм події.

Теорема:  Ймовірність появи хоча б однієї з двох сумісних подій дорівнює сумі ймовірностей цих подій без ймовірності їх сумісної появи.


[image: image577.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

AB

P

B

P

A

P

B

A

P

-

+

=

+

.

Зауваження:  Події А і В можуть бути як незалежними так і залежними.

Для незалежних подій: 
[image: image578.wmf])
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Для залежних подій:  
[image: image579.wmf])
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, де 
[image: image580.wmf])
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 - умовна ймовірність.
Якщо події несумісні:  Р(А +В) = Р(А) + Р(В);  Р(АВ) = 0.

Наслідок 1:  Р(А + В) ≤ Р(А) + Р(В).

Наслідок 2:  Р(А+В+С) = Р(А) + Р(В) + Р(С) – Р(АВ) – Р(АС) – Р(ВС) + Р(АВС).

3. Розв’язування задач.

1. Підкинули дві монети. Розглядаються дві події:

А – випав герб на першій монеті;

В – випав герб на другій монеті.

Знайти ймовірність події С = А+В.

 Розв’язання.

Подія С означає появу герба хоча б на одній монеті.

Р(С) = Р(А+В) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ).
Події А та В – незалежні (сумісні).
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 Відповідь: 
[image: image584.wmf]4

3

.

2. Гральний кубик кидають до тих пір, поки не з’явиться шістка. Знайти ймовірність того, що вона перший раз з’явиться при третьому кидку.

Розв’язання.

Розглянемо наступні події:

А – з’явилася шістка вперше при третьому кидку;


[image: image585.wmf]i

A

 - з’явилася шістка вперше при і-му кидку (і = 1, 2, 3).

Зрозуміло, що 
[image: image586.wmf]6
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 і події незалежні в сукупності. Оскільки в перших двох кидках шістки неповинно бути, то 
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Відповідь: 
[image: image589.wmf]216

25

.

3. Електричний прилад виходить з ладу, якщо виходить з ладу хоча б один з трьох його елементів, які псуються з ймовірностями 0,1; 0,2; 0,3, незалежно один від одного в період деякого часу Т. Знайти ймовірність того, що протягом цього часу прилад буде працювати. Яка ймовірність того, що прилад зіпсується протягом часу Т?

Розв’язання.

Розглянемо наступні події:

А – прилад буде працювати протягом часу Т;


[image: image590.wmf]i

A

 – протягом часу Т зіпсується і-й елемент приладу (і = 1, 2, 3).

Зрозуміло, що події Аі  незалежні в сукупності. Оскільки  
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, тоді маємо, що 
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Тоді ймовірність події Ā

Р(Ā) = 1 – Р(А) = 1 – 0,504 = 0,496

Відповідь: 0,496.

4. Додаткові задачі.

1. В ящику а білих і в чорних кульок. З ящика виймають одну кульку, дивляться на її колір і кладуть назад. Потім виймають другу кульку. Знайти ймовірність наступних подій:

А – обидві кульки білі;

В – кульки різних кольорів;

С – обидві кульки чорні.

Розв’язання.

Розглянемо наступні події 


[image: image593.wmf]i

A

 – з’явилась біла кулька при і-му випробуванні (і = 1, 2).

  Події 
[image: image594.wmf]1
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 і 
[image: image595.wmf]2

A

 незалежні, оскільки витягнута кулька повертається назад.
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– ймовірність того, що витягнута кулька біла;
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– ймовірність того, що витягнута кулька чорна.

Тоді 
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Відповідь: 
[image: image601.wmf]2

2

)

(

b

a

a

+

; 
[image: image602.wmf](
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2. Ведеться стрільба по літаку, пошкодити у якого можна два двигуни або кабіну пілота. Для того, щоб збити літак досить поцілити обидва двигуни або кабіну пілота. При даних умовах стрільби ймовірність попасти в перший двигун в серії пострілів дорівнює 
[image: image604.wmf]1

p

, в другий – 
[image: image605.wmf]2

p

, в третій – 
[image: image606.wmf]3

p

. Попадання у ці агрегати є подіями незалежними одна від одної і в сукупності. Знайти ймовірність того, що літак буде збито (подія А)?

Розв’язання.

Розглянемо наступні події:


[image: image607.wmf]1
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 – попадання в перший двигун;         
[image: image608.wmf];
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[image: image609.wmf]2
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 – попадання в другий двигун;          
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[image: image611.wmf]3

A

 – попадання в кабіну;                        
[image: image612.wmf].
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А – літак збито, 
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[image: image614.wmf].
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Відповідь: 
[image: image615.wmf].
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3. Два стрільці, незалежно один від одного роблять по два постріли по своїй мішені. Ймовірність влучення в мішень при одному пострілі для першого стрільця дорівнює 
[image: image616.wmf]1

p

, для другого – 
[image: image617.wmf]2

p

. Виграє  змагання той стрілець, який попаде в мішень більше разів. Знайти ймовірність того, що виграє перший стрілець (подія А).

Розв’язання.

Розглянемо наступні події:

А – виграє перший стрілець;

 
[image: image618.wmf]i

A

 – попадання в мішень 1-го стрільця при і-му пострілі (і = 1, 2);   
[image: image619.wmf];
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[image: image620.wmf]i

B

 – попадання в мішень 2-го стрільця при і-му пострілі (і = 1, 2);     
[image: image621.wmf].
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Перший гравець виграє змагання в одному з трьох несумісних випадків:

1-й влучить 2 рази, 2-й жодного не влучить (подія D);

1-й влучить 2 рази, 2-й влучить 1 раз (подія Е);

1-й влучить 1 рази, 2-й жодного не влучить (подія F).

Тоді Р(А) = Р(D) + Р(Е) + Р(F).
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[image: image623.wmf]);
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[image: image624.wmf];
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[image: image625.wmf].
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Відповідь: 
[image: image626.wmf].

)

1

)(

1

(

2

)

1

(

2

)

1

(

2

2

1

1

2

2

2

1

2

2

2

1

p

p

p

p

p

p

p

p

-

-

+

-

+

-

 
4. Ймовірність хоча б одного влучення в ціль при трьох пострілах дорівнює 
[image: image627.wmf]8

7

. Знайти ймовірність влучення при одному пострілі. 

Розв’язання.

Розглянемо події:


[image: image628.wmf]i

A

 – влучення при і-му пострілі (і = 1, 2, 3);        
[image: image629.wmf]p
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В – влучення хоча б при одному пострілі            
[image: image630.wmf]8
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Оскільки 
[image: image633.wmf]8
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Отже, 
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Відповідь: 
[image: image638.wmf]2
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5. В першому ящику 5 білих кульок, 11 чорних і 8 зелених, в другому – 10 білих, 8 чорних і 6 зелених. Навмання беруть по одній кульці з кожного ящика. Знайти ймовірність того, що вони одного кольору.

Розв’язання.

Нехай подія А полягає в тому, що обидві кульки одного кольору.

Розглянемо наступні події:


[image: image639.wmf]i

B

 – з і-го ящика взято білу кульку (і = 1, 2);


[image: image640.wmf]i

C

 – з і-го ящика взято чорну кульку (і = 1, 2);


[image: image641.wmf]i

D

 – з і-го ящика взято зелену кульку (і = 1, 2).

Тоді 
[image: image642.wmf]2
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Оскільки виконуються всі умови теореми про ймовірність додавання несумісних подій і ймовірність добутку незалежних подій, дістанемо, що:
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Відповідь: 
[image: image644.wmf].
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5. Підсумок уроку.

6. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 44, ст.246 – 249, пит. 1 –  6. Впр. 183, 187. 
[image: image645.wmf][

]

10

.

п. 6, ст.464 – 468, пит. 20, ст.479. Впр. 9, 12. 
[image: image646.wmf][

]

9

 .
Домашнє завдання:

184(9). Автомат штампує деталі. Ймовірність того, що за одну зміну не буде виготовлено жодної нестандартної деталі, дорівнює 0,9. Яка ймовірність того, що будуть стандартними всі деталі, виготовлені за три зміни?

Розв’язання.

Розглянемо наступні події:

А – всі деталі стандартні;


[image: image647.wmf]i

A

 – за і-ту зміну будуть виготовлені тільки стандартні деталі (і = 1, 2, 3);  
[image: image648.wmf]10
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Відповідь: 0,729.

187(12). Ймовірність того, що учень N розв’яже задачу, дорівнює 0,7, а учень М – 0.9.  Знайти ймовірність того, що задача буде розв’язана хоча б одним з них.

Розв’язання.

Розглянемо наступні події:

А – задача буде розв’язана хоча б одним з учнів (N або М);


[image: image651.wmf]1

A

 – задача буде розв’язана учнем N;     
[image: image652.wmf];
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[image: image653.wmf]2

A

 – задача буде розв’язана учнем М;     
[image: image654.wmf].
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Тоді 
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[image: image656.wmf].
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Відповідь: 0,97.

ІІІ. 7.  Умовна ймовірність. Теорема множення ймовірностей.

Мета:  Ввести поняття умовної ймовірності, формули її обчислення, теореми множення ймовірностей, розв’язати задачі використовуючи ці поняття.
Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп, кольорова крейда.

Тип уроку:  Комбінований.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Двоє учнів готують біля дошки домашні задачі 184(9), 187(12). Решта відповідають на питання:

1. Що називається добутком подій? Навести приклади.

2. Сформулювати означення незалежності двох подій А і В.

3. Які події називаються попарно незалежними?

4. Які події називаються незалежними всукупності?

5. Сформулювати теорему про ймовірність добітку двох незалежних подій. (Р(АВ) = Р(А)Р(В)).

6. Чому дорівнює ймовірність появи кількох подій, незалежних всукупності? 
[image: image657.wmf])).
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7. Як формулюється теорема додавання ймовірностей сумісних подій?   (Р(А + В) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ)).
8. Чи можуть бути залежними чи незалежними події А і В при використанні теореми додавання ймовірностей сумісних подій?  (Так).
3. Пояснення нового матеріалу.

Означення:   Якщо ймовірність події А обчислюється при умові, що подія В відбулася (мала місце), то тоді ймовірність події А називається умовною і позначається Р(А/В)  або 
[image: image658.wmf])
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Події   А і В називаються незалежними між собою, якщо 
[image: image659.wmf])
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[image: image660.wmf])
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, тобто виконання одної події не змінює ймовірність виконання іншої.

 Задача 1. Підкидають послідовно дві монети. Розглянемо події:

А – випав герб на першій монеті;

В – випав хоча б один герб;

С – випала хоча б одна цифра;

D – випав герб на другій монеті.

Визначити залежні чи незалежні пари подій:

1) А і С; 2) А і D; 3) В і С; 4) В і D.

Знайти умовні і безумовні ймовірності у кожній парі.

Розв’язання.

Будемо знаходити відповідні ймовірності за класичним означенням:

1) А і С. {ГГ, ГР, РГ, РР} – множина всіх можливих випадків.

Для події С: n = 4, m = 3; 
[image: image661.wmf]4
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Для події 
[image: image662.wmf])
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: {ГГ, ГР} – сприятливі випадки, тоді n = 2, m = 1; С) = 
[image: image663.wmf].
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Оскільки 
[image: image664.wmf]2
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¹

, то ці події залежні.

2) А і D. {ГГ, ГР, РГ, РР} – множина всіх можливих випадків.

Для події А: n = 4, m = 2; 
[image: image665.wmf]2
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Для події 
[image: image666.wmf])
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 {ГГ, ГР} – сприятливі випадки, тоді n = 2, m = 1; 
[image: image667.wmf]2

1

)

(

=

A

P

D

.

Оскільки  
[image: image668.wmf]2
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, то ці події незалежні.

3) В і С. {ГГ, ГР, РГ, РР} – множина всіх можливих випадків.

Для події В: n = 4, m = 3; 
[image: image669.wmf]4
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Для події РС(В): {ГГ, ГР, РР} – сприятливі випадки, тоді n = 3, m = 2; 
[image: image670.wmf]3
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Оскільки 
[image: image671.wmf]3
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, то ці події залежні.

4) В і D. {ГГ, ГР, РГ, РР} – множина всіх можливих випадків.                     

Для події В: n = 4, m = 3;
[image: image672.wmf]4

3

)

(

=

B

P

.

Для події РD(В): {ГГ, РГ} – сприятливі випадки, тоді n = 2, m = 2; 
[image: image673.wmf]1
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Оскільки 
[image: image674.wmf]1
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 , то ці події залежні.

Відповідь: 1) залежні; 2) незалежні; 3) залежні; 4) залежні.

Задача 2. З колоди в 52 карти виймають одну. Розглядають події:

А – з’явився туз;

В – з’явилася карта червоної масті;

С – з’явився бубновий туз;

D – з’явилася двійка.

Залежні чи ні наступні пари подій:

1) А і В; 2) А і С; 3) В і С; 4) В і D; 5) С і D?

Розв’язання.

1) Розглянемо події А і В. Для події А: n = 4, m = 52; 
[image: image675.wmf]13
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Для події РВ(А): n = 26 – червоних карт, m = 2 – з них два червоних тузи;  
[image: image676.wmf]13
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Оскільки 
[image: image677.wmf]13
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, то ці події незалежні.

2) Розглянемо події А і С. Для події А: n = 1, m = 52; 
[image: image678.wmf]52
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Для події 
[image: image679.wmf])
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: n = 1 – бубновий туз, m = 1 – з них один туз; 
[image: image680.wmf]1
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Оскільки 
[image: image681.wmf]1

52

1

¹

 , то ці події залежні.

3) Розглянемо події В і С. Для події В: n = 26 – червоної масті, m = 52;  
[image: image682.wmf]2
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Для події РС(В): n = 1 – бубновий туз, m = 1 – з них один червоної масті; 
[image: image683.wmf]1
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Оскільки 
[image: image684.wmf]1
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, то ці події залежні.

4) Розглянемо події В і D. Для події В: n = 26, m = 52; 
[image: image685.wmf]2
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Для події 
[image: image686.wmf])
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: n = 4 – двійок, m = 2 – з них дві червоної масті; 
[image: image687.wmf]2
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Оскільки  
[image: image688.wmf]2
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, то ці події незалежні.

5) Розглянемо події С і D. Для події С: n = 1, m = 52; 
[image: image689.wmf]52
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Для події 
[image: image690.wmf])
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: n = 4 – з’явилася двійка, m = 0 – серед них немає туза; 
[image: image691.wmf]0
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Оскільки 
[image: image692.wmf]0
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, то ці події залежні і несумісні.

Відповідь: 1) незалежні; 2) залежні; 3) залежні; 4) незалежні; 5) несумісні.

Означення:   Умовна ймовірність події В за умови, що подія А відбулася, за означенням дорівнює
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Теорема (множення ймовірностей): Ймовірність сумісної появи двох подій дорівнює добутку ймовірностей однієї з них на умовну ймовірність другої, яка обчислена у припущені, що перша подія вже відбулася.
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Наслідок 1:  Якщо події незалежні, тобто 
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, то  Р(АВ) = Р(А)·Р(В).

Наслідок 2:   
[image: image697.wmf]).
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Наслідок 3:   
[image: image698.wmf]).

(

...

)

(

)

(

)

(

)

...

(

...

3

2

1

2

1

2

1

2

1

1

n

A

A

A

A

A

A

n

A

P

A

P

A

P

A

P

A

A

A

P

n

×

×

×

×

=

×

×

×


4. Розв’язування задач.

1. Відомі Р(А), Р(В), Р(АВ). Знайти 
[image: image699.wmf])
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Розв’язання.

Оскільки 
[image: image701.wmf](
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[image: image702.wmf]B

A

 і АВ – несумісні, то використовуючи теорему додавання несумісних подій, маємо:

Р(
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(

)

(

)

(

)

(

A

P

AB

P

B

A

P

AB

B

A

P

=

+

=

+

), звідки 
[image: image704.wmf])
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А і В – незалежні події, тому, що поява події А не змінює ймовірність появи події В.

Маємо:


[image: image705.wmf](
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Відповідь:  
[image: image706.wmf](
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2. 1%  деталей, що виробляють на заводі – браковані. Серед доброякісних деталей – 60% вищого гатунку. Знайти ймовірність того, що взята навмання деталь є вищого сорту?

Розв’язання.

Розглянемо події:

А – деталь не бракована;          
[image: image707.wmf]99
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В – деталь вищого сорту;         
[image: image708.wmf].
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Події А і В – сумісні, тому 
[image: image709.wmf].
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Відповідь:  0,594.

3. Шість карток розрізної абетки складають слово “ракета”. Картки перемішуються, а потім по одній розкладаються зліва на право. Знайти ймовірність того, що знову буде складено слово “ракета”.

Розв’язання.

Розглянемо події:

А – знову складено слово “ракета”;


[image: image710.wmf]i

A

 – на і-му місці стоїть необхідна літера (і = 1, 2, 3, 4, 5, 6).

Тоді 
[image: image711.wmf]6
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[image: image712.wmf]i

A

 – сумісні події.
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Відповідь: 
[image: image714.wmf].
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     4. Абонент забув останню цифру номера телефону і набирає її навмання. Знайти ймовірність того, що йому доведеться дзвонити не більше, як в чотири місця.

Розв’язання.

Розглянемо події:

А – доведеться дзвонити не більше, як в чотири місця.


[image: image715.wmf]i

A

 – абонент невірно набрав цифру при і-му наборі (і = 1, 2, 3, 4).

Тоді 
[image: image716.wmf]4
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Оскільки цифр десять, а вірна з них одна, то абонент не буде двічі набирати невірну цифру. Тоді 

[image: image717.wmf]6
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Звідси Р(А) = 1 – Р(Ā) = 1 – 0,6 = 0,4. 

Відповідь:  0,4.

 5. В ящику а білих і в чорних кульок. З ящика виймають (послідовно або одночасно) дві кульки. Знайти ймовірність наступних подій:
А - обидві кульки білі;
В - кульки різних кольорів. 


Розв’язання:

Розглянемо події:


[image: image718.wmf]i

A

 – і-та кулька біла (і = 1, 2).

Тоді 
[image: image719.wmf]2
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Відповідь: 
[image: image722.wmf](
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6. Є а білих і в чорних ящиків. В кожному білому ящику лежать х червоних і у зелених кульок, а у кожному чорному: u – червоних і v – зелених кульок. Спочатку навмання вибирають один з ящиків, а потім з нього навмання беруть кульку. Знайти ймовірність того, що вона червона.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – вибрано білий ящик;

В – вибрано чорний ящик;

С – вибрано червону кульку.

Тоді С = АС + ВС;  
[image: image724.wmf](
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Відповідь: 
[image: image725.wmf](
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5. Робота груп.

Група – 1.

В ящику 9 білих і 7 чорних кульок. З ящика виймають (послідовно або одночасно) дві кульки. Знайти ймовірність того, що дві кульки білі.


Розв’язання:

Розглянемо події:

А – обидві кульки білі;


[image: image726.wmf]i

A

 – і-та кулька біла (і = 1, 2).

Тоді 
[image: image727.wmf]2

1

A

A

A

×

=

; 
[image: image728.wmf]3

,

0

15

8

16

9

)

(

)

(

)

(

)

(

2

1

2

1

1

=

×

=

×

=

×

=

A

P

A

P

A

A

P

A

P

A


Відповідь: 0,3.

Група – 2.

. В ящику 9 білих і 7 чорних кульок. З ящика виймають (послідовно або одночасно) дві кульки. Знайти ймовірність того, що кульки різних кольорів. 


Розв’язання:

Розглянемо події:

А – кульки різних кольорів;


[image: image729.wmf]i

A

– і-та кулька біла (і = 1, 2).

Тоді 
 
[image: image730.wmf];
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Відповідь: 
[image: image731.wmf]40

21

.

Група – 3.

Є 3 білих і 4 чорних ящика. В кожному білому ящику лежать 5 червоних і 8 зелених кульок, а у кожному чорному: 7– червоних і 4 – зелених кульки. Спочатку навмання вибирають один з ящиків, а потім з нього навмання беруть кульку. Знайти ймовірність того, що вона червона.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – вибрано білий ящик;

В – вибрано чорний ящик;

С – вибрано червону кульку.

Тоді С = АС + ВС;  

[image: image732.wmf]26
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Відповідь: 0,26.

6. Звіт груп.

7. Підсумок уроку.  

8. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 43, ст.242 – 245, пит. 1 – 4. Впр. 180 - 182. 
[image: image733.wmf][

]

10

.

п. 6, ст.464 – 468, пит. 20, ст.479. Впр. 9, 12. 
[image: image734.wmf][

]

9

. 
Домашнє завдання:

180. У цеху працюють 7 чоловіків і 3 жінки. За табельними номерами навмання відібрано три особи. Знайти ймовірність того, що всі відібрані особи є чоловіками.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – відібрано три чоловіки;


[image: image735.wmf]i

A

– на і-му місці чоловік (і = 1, 2, 3).

Тоді 
[image: image736.wmf]3
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Відповідь: 0,29.

181. У математика є 9 конусних і 17 еліптичних валиків. Математик взяв один валик, а потім другий. Знайти ймовірність того, що перший із взятих валиків був конусний, а другий – еліптичний. 

Розв’язання:

Розглянемо події:

А - перший із взятих валиків конусний, а другий – еліптичний;


[image: image738.wmf]i

B

 – взято конусний валик (і = 1, 2);


[image: image739.wmf]i

C

 –взято еліптичний валик (і = 1, 2).

Тоді 
[image: image740.wmf].
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Відповідь: 
[image: image741.wmf].
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182. В урні є 2 білі і 3 чорні кулі. З неї навмання виймають одна за одною дві кулі. Знайти ймовірність того, що обидві кулі білі.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – обидві кульки білі;


[image: image742.wmf]i

A

 – і-та кулька біла (і = 1, 2).

Тоді 
[image: image743.wmf]2
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[image: image744.wmf].
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Відповідь: 0,1.

ІІІ. 8. Ймовірність здійснення принаймі однієї є незалежних подій.

Мета: Довести теорему про ймовірність здійснення принаймі однієї з незалежних подій, вивести наслідки з неї, розв’язати задачі використовуючи ці поняття.
Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп, кольорова крейда.

Тип уроку:  Комбінований.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Двоє учнів готують біля дошки домашні задачі 180, 181, 182. Решта відповідають на питання:

1. Яку ймовірність випадкової події називають безумовною?

2. Яку ймовірність випадкової події називають умовною?

1. Як обчислюється за означенням умовна ймовірність події В за умови, що подія А вже відбулася?  (
[image: image745.wmf](
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2. Сформулювати теорему множення ймовірності сумісної появи подій.  
[image: image746.wmf](
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Розв’язати задачу 179. У читальному залі є 6 підручників з математики, з яких три у твердій обкладанці. Бібліотекар навмання взяв два підручники. Знайти ймовірність того, що обидва підручники мають тверду обкладанку.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – обидва підручники мають тверду обкладанку;


[image: image747.wmf]i

A

 – і-й підручник має тверду обкладанку (і = 1, 2).

Тоді 
[image: image748.wmf]2
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Відповідь: 0,2.

 3. Пояснення нового матеріалу.

Під час розв’язування задач іноді доводиться визначати ймовірність здійснення принаймі однієї з незалежних подій А1, А2, ... , Аn, ймовірність яких відома. У цих випадках зручно користуватися такою теоремою:

Теорема: Якщо події 
[image: image750.wmf]i
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 незалежні в сукупності, то ймовірність здійснення принаймні однієї з них може бути виражена через ймовірність цих подій за формулою:
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Доведення.

Нехай 
[image: image752.wmf]n
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 – дані події, незалежні у сукупності. Нехай А – подія, що  відбувається, коли відбувається принаймні одна з даних подій. Тоді за означенням суми 
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Що й потрібно було довести.

Наслідок: Якщо 
[image: image758.wmf]p
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4. Розв’язування задач.

1. Ймовірність того, що при натисканні стартера мотор запрацює, дорівнює 
[image: image760.wmf]6

5

. Знайти ймовірність того, що для запуску мотора потрібно буде не більше двох натискань.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – потрібно буде не більше двох натискань;


[image: image761.wmf]i

A

 – мотор запрацював при і-тому натисканні старера (і = 1, 2).
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Тоді 
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Відповідь: 
[image: image764.wmf]36

35

.

2. Ймовірність того, що спортсмен покращить свій результат з бігу на 100 метрів в одному забігу дорівнює р. На змаганнях він має бігти цю дистанцію два рази. Знайти ймовірність того, що  спортсмен хоч раз покращить свій результат (подія А) .

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – спортсмен покращить свій результат;


[image: image765.wmf]i

A

 - спортсмен покращить свій результат в і-му забігу (і = 1, 2); 
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Відповідь: [image: image768.emf]2
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3. Деталі лежать в ящиках по 100 штук у кожному. В кожному ящику є по одній бракованій деталі. Контролер, що перевіряє деталі, вибирає навмання по одній деталі з кожного із 100 ящиків. Знайти ймовірність того, що хоча б одна з вибраних деталей бракована.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – хоча б одна з вибраних деталей бракована;


[image: image769.wmf]i

A

 – з і-го ящика вибрана бракована деталь (і = 1, 2, ... , 100); 
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 Відповідь: ≈ 0,634.

4. Скільки раз досить підкинути монету, щоб з ймовірністю 0,99 бути впевненому в тому, що хоч раз з’явиться герб?

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – хоча б раз з’явиться герб;


[image: image772.wmf]i

A

 – при і-му підкиданні з’виться герб (і = 1, 2, ... , n); 
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Маємо нерівність:

[image: image775.wmf].
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Отже, щоб з ймовірністю 0,99 бути впевненим,  що хоч раз появиться герб, потрібно підкинути монету сім раз.

 Відповідь: 7.

5. Робота груп.

Група – 1.

Проводиться обстріл деякої цілі з 3 позицій: з 1-ї позиції проводиться 3 постріли; з 2-ї – 4 постріли; з 3-ї – 5 пострілів. Кожен постріл незалежно від інших попадає в ціль з відповідними ймовірностями по позиціях: 0,3; 0,4; 0,5. Знайти ймовірність того, що хоча б один постріл попав в ціль. 

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – хоча б один постріл попав в ціль;


[image: image776.wmf]i

A

 – постріл з і-ї позиції (і = 1, 2, 3); 
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Тоді 
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Відповідь:0,999.

Група – 2.

Проводиться обстріл деякої цілі з 3 позицій: з 1-ї позиції проводиться 3 постріли; з 2-ї – 4 постріли; з 3-ї – 5 пострілів. Кожен постріл незалежно від інших попадає в ціль з відповідними ймовірностями по позиціях: 0,3; 0,4; 0,5. Знайти ймовірність того, що не всі постріли попали в ціль. 

Розв’язання:

Розглянемо події:

Ā - не всі постріли попали в ціль;

А - всі постріли попали в ціль. 


[image: image781.wmf]i

A

 – і-й постріл попав в ціль (і = 1, 2, 3);     
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Тоді 
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[image: image787.wmf].
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Відповідь: 0,94.

Група – 3.

 Прилад має 14 блоків: 6 першого типу і 8 другого. Ймовірність виходу з ладу на протязі доби для кожного блока першого типу складає 0,002, а другого – 0,004. Прилад виходить з ладу в випадку помилки хоча б одного блока. Знайти ймовірність того, що протягом доби прилад вийде з ладу (подія А).

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – протягом доби прилад вийде з ладу;


[image: image788.wmf]i

A

 – помилка і-го блока (і = 1, 2, ... , 14); 
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[image: image790.wmf].
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Тоді 
[image: image791.wmf].
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Відповідь: ≈ 0,043.

6. Звіт груп.

7. Додаткові задачі.

1. Проводиться обстріл деякої цілі з k позицій: з і-ї позиції проводиться nі пострілів; кожен постріл незалежно від інших попадає в ціль з відповідними ймовірностями по позиціях 
[image: image792.wmf]k
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. Знайти ймовірність того, що:

А – не всі постріли попали в ціль.

В – хоча б один постріл попав в ціль.

Розв’язання:

Використовуючи теорему про здійснення хоча б однієї з подій для події В маємо:
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Ā – всі постріли попали в ціль, тоді 
[image: image794.wmf];
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[image: image795.wmf];
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Відповідь: 
[image: image796.wmf];
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[image: image797.wmf].
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2. m спортсменів стріляють по одній цілі. Ймовірність влучення кожного при одному пострілі дорівнює р. За час Т  кожний спортсмен робить n пострілів. Влучення в ціль – подія для кожного спортсмена незалежна від інших спортсменів і від попередніх пострілів цього спортсмена. Знайти ймовірність наступних подій:

А – хоча б один постріл влучив в ціль;

В – в ціль влучив кожен спортсмен хоча б по одному разу.

Розв’язання:

Всього було зроблено mn пострілів. А, отже, 
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Нехай В – влучив і-й спортсмен в ціль хоча б один раз (і = 1, 2,..., m).Тоді 
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, (події незалежні в сукупності); 
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Відповідь: 
[image: image803.wmf].
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8. Підсумок уроку.  

9. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 45, ст.251 – 253, пит. 1 – 2. Впр. 196, 199. 
[image: image804.wmf][

]

10

.

п. 7, ст.468 – 471, пит. 21. Впр. 27. 
[image: image805.wmf][

]

9

.
Домашнє завдання:

196(7). Два радіоаматори А і В посилають передачі незалежно один від одного третьому радіоаматору С. Кожен з них посилає по дві передачі. Ймовірність прийому кожної передачі від А дорівнює 0,8, а від В – 0,6. Знайти ймовірність того, що радіоаматор С прийме від них:

а) дві передачі;

б) три передачі;

в) чотири передачі;

г) хоча б одну передачу;

д) не менш, ніж дві передачі.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – прийнято передачу від аматора А;     Р(А) = 0,8;

В - прийнято передачу від аматора В;      Р(В) = 0,6.

а) 
[image: image806.wmf]1

C

– прийнято дві передачі.
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б)  
[image: image809.wmf]2

C

– прийнято три передачі.
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в) 
[image: image812.wmf]3

C

 – прийнято чотири передачі.
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г) 
[image: image814.wmf]4

C

 – хоча б одну передачу.


[image: image815.wmf]4
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– не прийнято жодної передачі.
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д) 
[image: image818.wmf]5

C

 – не менш, ніж дві передачі. 
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Відповідь: а) ≈ 0,27; б) ≈ 0,42; в) ≈ 0,23; г) ≈ 0,99; д) ≈ 0,92.

199. Ймовірність хоча б одного влучення в ціль при трьох пострілах становить 
[image: image821.wmf]8

7

. Знайти ймовірність р влучення при одному пострілі.

Розв’язання:

Розглянемо події:

А – хоча б одне влучення;                                       
[image: image822.wmf]8
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;


[image: image823.wmf]i

A

 – влучення при і-му пострілі (і = 1, 2, 3);          
[image: image824.wmf]p
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Відповідь: 
[image: image827.wmf]2

1

.

ІІІ. 9. Незалежні випробування. Схема Бернуллі.

Мета: Ввести поняття взаємно незалежних випробувань, біноміального розподілу, схеми Бернуллі, формули Бернуллі, розглянути окремі випадки ймовірності того, що подія А настане; розв’язати задачі використовуючи ці формули.
Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп, кольорова крейда.

Тип уроку:  Комбінований.
Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Двоє учнів готують біля дошки домашні задачі 196, 199. Решта відповідають на питання:

1. Сформулювати теорему про ймовірність здійснення принаймі однієї з незалежних подій.

2. Сформулювати наслідок до цієї теореми.

3. Пояснення нового матеріалу.

У практичному застосуванні теорії ймовірностей трапляються задачі, в яких одне й те саме випробування (або аналогічне до нього) повторюється неодноразово. При цьому всі випробування є взаємно незалежними.

Означення:    Взаємно незалежними називаються такі випробування, в яких ймовірність результату кожного з них не залежить від того, які результати має чи матиме решта випробувань.

Наприклад, кілька послідовних виймань кульок з урни, в якій міститься 8 жовтих і 9 голубих кульок, є незалежними при умові, що вийняту кульку щоразу повертають в урну і перемішують. Якщо кульки не повертаються, то ці випробування залежні.

Якщо ймовірність появи події А в кожному випробуванні не змінюється залежно від появи інших, то такі випробування називають незалежними відносно події А.

Надалі ми будемо розглядати лише такі незалежні випробування, в яких подія А має одну й ту саму ймовірність.

Нехай проводиться серія з n незалежних в сукупності випробувань. В кожному з цих випробувань подія А може з’явитися з ймовірністю р і не з’явиться з ймовірністю q = 1 – р. Така серія випробувань називається схемою Бернуллі.
Задача 1. Знайти ймовірність того, що в схемі Бернуллі подія А з’явиться m разів (0 ≤ m ≤ n). 


Розв’язання:
Позначимо через Рm,n ймовірність того, що в серії з n незалежних в сукупності випробувань подія А з’явиться рівно m разів. Нехай подія Аі полягає в тому, що подія А з’явилася у і-му випробуванні. З теорем додавання і множення ймовірностей, дістанемо:
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[image: image1021.jpg]


Всього доданків 
[image: image829.wmf]m
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  буде стільки, скількома способами можна з n випробувань вибрати m, а отже: 
·                                 - формула Бернуллі.
Оскільки права частина формули Бернуллі є членом бінома (р + q)n, то розподіл ймовірностей за цією формулою називається біноміальним розподілом.
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Окремі випадки:

1) менш, як m разів: 
[image: image831.wmf]);
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2) більш, як m разів: 
[image: image832.wmf]);
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3) не менш, як m разів: 
[image: image833.wmf]);
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4) не більше m разів: 
[image: image834.wmf]).

(

...

)

1

(

)

0

(

)

(

m

P

P

P

A

P

n

n

n

+

+

+

=


 Задача 2. Підкидаємо монету три рази.Знайти ймовірність того, що випало рівно два герба.

Розв’язання:

В нашому випадку n = 3, m = 2, {Г, Р} – множина можливих  випадків, тобто 
[image: image835.wmf]2
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3

2

1

4

1

!

1

!

2

!

3

2

1

2

1

2

3

2

2

3

3

,

2

=

×

×

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

-

C

P

.

Відповідь: 
[image: image838.wmf]8

3

.

 4. Розв’язування задач.

1. Яка ймовірність того, що в партії з 12 виробів не буде жодного дефектного, якщо ймовірність дефекту виробу дорівнює 1/8?

Розв’язання:
Маємо 
[image: image839.wmf]8
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p

, тоді 
[image: image840.wmf]8
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; n = 12, m = 0.

Тоді  
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Відповідь: ≈ 0,201.

2. Яка ймовірність того, що в 10 підкиданнях грального кубика шістка випаде не більше трьох раз?

Розв’язання:

Маємо 
[image: image842.wmf]6
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p

, тоді 
[image: image843.wmf]6
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; n = 10, 0 ≤ m ≤ 3. Тоді 
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Відповідь: ≈ 0,93.
3. Старий телевізор має десять ламп. Для кожної з них ймовірність працювати на протязі року дорівнює р. Яка ймовірність того, що:

а) на протязі року хоча б одна з ламп вийде з ладу (подія А);

б) на протязі року вийде з ладу рівно одна лампа (подія В);

в) на протязі року вийде з ладу дві лампи (подія С)?

Розв’язання:
а) Розглянемо подію Ā – всі лампи протягом року працювали. Маємо:
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б) 
[image: image846.wmf]).
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в) 
[image: image847.wmf].
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Відповідь: а) 
[image: image848.wmf]10
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; б) 
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5. Робота груп.

Група – 1.

В похід пішли 5 школярів. Вони запалили 3 вогнища і випадковим чином розподілилися біля них. Яка ймовірність того, що біля першого вогнища зібралося 4 школярів?

Розв’язання:

Ймовірність опинитися біля першого вогнища для кожного із школярів складає 
[image: image851.wmf]3
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, оскільки підійти до вогнища можна рівномірно, тоді 
[image: image852.wmf]3
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Відповідь: ≈ 0,041.

Група – 2.

В похід пішли 10 школярів. Вони розселилися по 3 палатках випадковим чином. Яка ймовірність того, що в першій палатці зібралося 4 школярів?

Розв’язання:

Ймовірність опинитися в першій палатці для кожного із школярів складає 
[image: image854.wmf]3
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, оскільки школярів можна розмістити по палатках рівномірно, тоді 
[image: image855.wmf]3
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Відповідь: ≈ 0,46.

Група – 3.

Яка ймовірність того, що в підкиданнях грального кубика кількість очок, кратна трьом випаде більше трьох раз?

Розв’язання:

Умові задачі задовольняють випадки, коли випали 3 або 6. Отже,  
[image: image857.wmf]3
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 Відповідь: ≈ 0,16.

6. Звіт груп.

7. Додаткові задачі.

1. Випадково зустрінутий на вулиці чоловік з ймовірністю 0,3 – шатен, з ймовірністю 0,4 – блондин, з ймовірністю 0,1 – рудий. Яка ймовірність того, що серед зустрінутих 6 людей:

а) не менше 4 блондинів;

б) хоча б один рудий;

в) три блондина і три шатена?

Розв’язання:
Розглянемо події:
  а) А - не менше 4 блондинів; n = 6, р = 0,4, q = 1- 0,4 = 0,6. Тоді
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б) В - хоча б один рудий;
р = 0,1, q = 0,9;

[image: image861.wmf](

)

(

)

.

468559

,

0

6

,

0

1

6

,

0

4

,

0

!

0

!

6

!

6

1

1

)

0

(

1

1

)

6

1

(

)

(

6

6

0

0

6

0

0

6

6

6

,

0

6

»

»

-

=

×

×

×

-

=

-

=

-

=

-

=

£

£

=

-

q

p

C

P

P

m

P

B

P


в) С - три блондина і три шатена;
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– і-й зустрічний блондин (і = 
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);            
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Е – і-й зустрічний шатен (і = 
[image: image865.wmf]6
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1

);                 Р(Е) = 0,3.

Тоді 
[image: image866.wmf].
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Доданків буде стільки, скількома способами можна вибрати трьох, наприклад, блондинів з шести чоловік, тобто 
[image: image867.wmf]3
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. Кожен доданок дорівнює 
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    Відповідь: а) 0,1792; б) ≈ 0,468559; в) 0,03456.
8. Підсумок уроку.  

9. Домашнє завдання.

Розділ 7, п. 47, ст.257 – 260, пит. 1 – 2. Впр. 205, 206. 
[image: image870.wmf][

]

10

.

п. 8, ст.471 – 475, пит. 22, 23, ст.479. Впр. 28, 29. 
[image: image871.wmf][

]

9

. 
Домашнє завдання:

205(28). Ймовірність виготовлення на автоматичному верстаті стандартної деталі дорівнює 0,9. Чому дорівнює ймовірність того, що з виготовлених на цьому верстаті 5 деталей 3 будуть стандартними?

Розв’язання:

Маємо 5 деталей, тому n = 5. Три з них стандартні, тоді m = 3, р = 0,9, 
q =0,1.
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Відповідь: 0,0729.

206(29). Що ймовірніше виграти у рівносильного противника:

а) три партії з чотирьох чи п’ять з восьми;

б) не менше від трьох партій з чотирьох чи не менше п’яти з восьми?

Розв’язання:

 Можливі випадки {В, П}, тоді 
[image: image873.wmf]2
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а) За формулою Бернуллі ймовірність виграшу трьох партій з чотирьох:
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А ймовірність виграти п’ять партій з восьми:
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Оскільки 
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Таким чином, виграти три партії з чотирьох ймовірніше, ніж п’ять з восьми.

б) Подія „виграно не менше від трьох партій з чотирьох” складається з двох подій – „рівно три партії виграно” та „рівно чотири партії виграно”, тому її ймовірність
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               Аналогічно подія „виграно не менше від трьох партій з чотирьох чи не менше п’яти з восьми” має ймовірність:
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Оскільки 
[image: image881.wmf]256
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Таким чином, ймовірність виграти не менше від трьох партій з чотирьох менша, ніж п’ять партій з восьми.

Відповідь: а) виграти три партії з чотирьох ймовірніше, ніж п’ять з восьми; 

б) ймовірність виграти не менше від трьох партій з чотирьох менша, ніж п’ять партій з восьми.

ІІІ. 10. Розв’язування задач на використання теорем додавання і множення.

 Мета: Узагальнення і систематизація знань учнів про класичне означення ймовірності; геометричне і статистичне означення ймовірності; теореми додавання і множення ймовірностей; умовна ймовірність; ймовірність здійснення принаймі однієї з незалежних подій; незалежні випробування; схема Бернуллі. 

Обладнання: Добірка задач, підручник, листки для роботи груп, кольорова крейда.

Тип уроку. Розв’язування задач.

Хід уроку.

1. Організація класу.

2. Актуалізація опорних знань учнів.

Складаємо таблицю.

[image: image1022.png]



Складаємо алгоритм розв’язування задачі на знаходження ймовірності складених подій:

1. Позначаємо подію, ймовірність, якої потрібно знайти.

2. Позначаємо події, ймовірності яких відомі.

3. Перевірити, чи можна подію, ймовірність якої шукають, подати у вигляді суми або добутку подій, ймовірності яких відомі чи легко знайти. (Складіть формулу події А).

4. Обчисліть ймовірність шуканої події.

5. Якщо таке обчислення виконати не можна, то ймовірність шукають через ймовірність протилежних подій.

3. Розв’язування задач і вправ.

Тест (варіант № 1).

1. В класі 30 учнів, з них 16 дівчат. Знайти ймовірність того, що першим до класу зайде юнак.

Розв’язання:

У класі 30 унів з  них 16 дівчат, тоді 14 хлопців.

А - першим до класу зайде юнак.
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Відповідь: 
[image: image884.wmf]15
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2. Якщо А – неможлива подія, то:

а) Р(А) = 1; б) Р(А) = 0; в) Р(А\В) = 1; г) Р(В\А) = 0.
Відповідь: б) Р(А) = 0.

3. Із чисел від 1 до 50 вибирають одне. Знайти ймовірність того, що вибране число ділиться на 10.

а) 0,1; б) 0,02; в) 0,2; г) 
[image: image885.wmf]50

21

.

Розв’язання:

{10, 20, 30, 40, 50} – множина чисел, що діляться на 10. Тоді n = 50,  m = 5.
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Відповідь: 0,1.

4. Кинули двічі монету. Знайти ймовірність того, що герб випаде двічі.

а) 
[image: image887.wmf]4

1

; б) 
[image: image888.wmf]2

1

; в) 
[image: image889.wmf]4

3

; г) 1.

Розв’язання:

{ГГ, ГР, РГ, РР} – множина можливих випадків. Тоді n = 4, m = 1.
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Відповідь: 
[image: image891.wmf]4
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5. Три верстати виробляють відповідно 50%, 30% і 20% всіх виробів. У їх продукції брак становить відповідно 1%, 2% і 1,5%. Знайти ймовірність того, що вибраний навмання виріб буде бракованим.

а)  0,015; б) 0,014; в) 0,021; г) 0,02.
Розв’язання:

Позначимо події наступним чином:

 А – вибраний навмання виріб буде бракованим.
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 –виріб вироблений І верстатом (50%);                       
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[image: image894.wmf]2
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 – виріб вироблений ІІ верстатом (30%);                     
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[image: image896.wmf]3
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 – виріб вироблений ІІІ верстатом (20%);                    
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[image: image898.wmf]1
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 –не бракований виріб І верстата (99%);                       
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[image: image900.wmf]2
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 – не бракований виріб ІІ верстата (98%);                     
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[image: image902.wmf]3
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 – не бракований виріб ІІІ верстата (98,5%);                 
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[image: image905.wmf].
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Р(А) = 1 – Р(Ā) = 1 – 0,986 = 0,014.

Відповідь: б) 0,014.

6. Скільки існує різних семицифрових телефонних номерів?

а) 1 000 000; б) 
[image: image906.wmf]7

2

; в) 
[image: image907.wmf]7
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; г) 
[image: image908.wmf]6

2

.

Відповідь: в) 
[image: image909.wmf]7
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.

7. На деякому підпрємстві 96% виробів визначаються придатними. З придатних в середньому 75% першого сорту, решта другого сорту. Знайти ймовірність того, що виріб, виготовлений на цьому підприємстві другосортний.

а) 0,72; б) 0,75; в) 0,24; г) 0,25.

Розв’язання:

Позначимо події:

А – виріб другосортний.


[image: image910.wmf]1
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[image: image912.wmf]2
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 – виріб 2-го сорту (25%);                       
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В – виріб придатний (96%);                        Р(В) = 0,96.
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Відповідь: в)0,24.

4.Підсумок уроку.

5.Домашнє завдання.

Підготуватися до тематичної атестації. Тест (варіант № 2).

Домашнє завдання:

1. В кабінеті 15 мікрокалькуляторів, з них 3 зіпсованих. Знайти ймовірність того, що взятий навмання калькулятор зіпсований.
Розв’язання:

З 15 калькуляторів 3 зіпсованих, тоді працює 12.

А - взятий навмання калькулятор зіпсований.
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Відповідь: 0,8.

2. Якщо А – вірогідна подія, то:

а) Р(А) = 1; б) Р(А) = 0; в) Р(А\В) = 1; г) Р(В\А) = 0.

Відповідь: а) Р(А) = 1.

3. Із чисел від 1 до 30 вибирають одне. Знайти ймовірність того, що вибране число є дільником числа 30.

а) 
[image: image917.wmf]30

7

; б) 
[image: image918.wmf]6
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; в) 
[image: image919.wmf]15

4

; г) 
[image: image920.wmf]5
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.

Розв’язання:

{1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} – множина дільників 30. Тоді n = 30,  m = 8.
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Відповідь: в) 
[image: image922.wmf]15
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4. Кинули гральний кубик. Знайти ймовірність того, що випаде число, що ділиться на 3.

а) 
[image: image923.wmf]3
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; б) 
[image: image924.wmf]2
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; в) 
[image: image925.wmf]6
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; г) 
[image: image926.wmf]3
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.

Розв’язання:

{3, 6} – множина чисел, що діляться на 3. Тоді n = 6, m = 2.


[image: image927.wmf]3
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Відповідь: а) 
[image: image928.wmf]3
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.

5. Радіолампу одержали з одного із трьох заводів відповідно з ймовірностями 0,25; 0,5; 0,25. Ймовірність вийти з ладу протягом року для ламп, виготовлених заводами, відповідно дорівнює 0,1, 0,2 і 0,4. Знайти ймовірність того, що вибрана навмання лампа пропрацює рік.

а)  0,775; б) 0,875; в) 0,125; г) 0,225.

Розв’язання:

Позначимо події:

      А – лампа пропрацює рік.


[image: image929.wmf]1

A

 – радіолампа отримана з 1-го заводу;                       
[image: image930.wmf]25
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[image: image931.wmf]2

A

 – радіолампа отримана з 2-го заводу;                       
[image: image932.wmf]5
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[image: image933.wmf]3

A

 – радіолампа отримана з 3-го заводу;                       
[image: image934.wmf]25
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[image: image935.wmf]1

B

 – вийде з ладу радіолампа з 1-го заводу;                  
[image: image936.wmf]1
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[image: image937.wmf]2

B

 – вийде з ладу радіолампа з 2-го заводу;                  
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[image: image939.wmf]3

B

 – вийде з ладу радіолампа з 3-го заводу;                  
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Відповідь: а) 0,775.

6. Букви азбуки Морзе складаються із крапок і тире. Скільки різних букв можна скласти, використавши п’ять символів?

а) 
[image: image944.wmf]2

5

; б) 
[image: image945.wmf]5

2

; в) 
[image: image946.wmf]2
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; г) 
[image: image947.wmf]5
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.

Відповідь: б) 
[image: image948.wmf]5
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.

7. Цех виготовляє кінескопи для телевізорів. 70% всіх кінескопів для кольорових телевізорів, 30% - для чорно-білих. 50% кінескопів відправляється на експорт, причому із них 40% - для кольорових телевізорів. Знайти ймовірність того, що взятий навмання для контролю кінескоп, призначений на експорт, чорно-білий.

а) 0,09; б) 0,06; в) 0,14; г) 0,18.

Розв’язання:

Позначимо події:

А –чорно-білий кінескоп на експорт.


[image: image949.wmf]1
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 – кольоровий кінескоп (70%);                                                  
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 – чорно-білий кінескоп (30%);                                                 
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[image: image953.wmf]1

B

 – відправляється на експорт кольоровий телевізор (40%);   
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[image: image955.wmf]2

B

 – відправляється на експорт чорно-білий телевізор (60%);  
[image: image956.wmf]6
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С - відправляється на експорт кінескопів (50%);                        Р(С)=0,5.
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Відповідь: 0,09.
Тести.

Варіант – 1.

1. Значення виразу 6! Дорівнює:
а) 600; б) 720; в) 120; г) інша відповідь.
2. Многочлен:

х4 + 8х3 + 24х2+ 32х +16

є біноміальним розкладом степеня:

а) (х-5)4; б) (х+2)4; в) (х+1)4; г) (х-2)4.
3. В класі 30 учнів, з них 16 дівчат. Знайти ймовірність того, що першим до класу зайде юнак.
а) ; 
[image: image959.wmf]30

15

б) 
[image: image960.wmf]16

30

; в) 
[image: image961.wmf]15

8

; г) 
[image: image962.wmf]2

1

.
4. Якщо А – неможлива подія, то:

а) Р(А) = 1; б) Р(А) = 0; в) Р(А\В) = 1; г) Р(В\А) = 0.
5. Із чисел від 1 до 50 вибирають одне. Знайти ймовірність того, що вибране число ділиться на 10.

а) 0,1; б) 0,02; в) 0,2; г) 
[image: image963.wmf]50

21

.
6. Кинули двічі монету. Знайти ймовірність того, що герб випаде двічі.

а) 
[image: image964.wmf]4

1

; б) 
[image: image965.wmf]2

1

; в)
[image: image966.wmf]4

3

 ; г) 1.
7. Три верстати виробляють відповідно 50%, 30% і 20% вісх виробів. У їх продукції брак становить відповідно 1%, 2% і 1,5%. Знайти ймовірність того, що вибраний навмання виріб буде бракованим.

а)  0,015; б) 0,014; в) 0,021; г) 0,02.
8. Скільки існує різних семи цифрових телефонних номерів?

а) 1 000 000; б) 27; в) 107; г) 26.
9. На деякому підпрємстві 96% виробів визначаються придатними. З придатних в середньому 75% першого сорту, решта другого сорту. Знайти ймовірність того, що виріб, виготовлений на цьому підприємстві другосортний.

а) 0,72; б) 0,75; в) 0,24; г) 0,25.

Варіант – 2.

1. Значення виразу 5! Дорівнює:

а) 120; б) 600; в) 720; г) інша відповідь.
2. Многочлен:

х5 - 5х4 + 10х3 - 10х2 + 5х - 1

є біноміальним розкладом степеня:

а) (х-1)5; б) (х+2)5; в) (х-1)5; г) (х+1)5.
3. В кабінеті 15 мікрокалькуляторів, з них 3 зіпсованих. Знайти ймовірність того, що взятий навмання калькулятор зіпсований. 
[image: image967.wmf]3

15


4. Якщо А – вірогідна подія, то:

а) Р(А) = 1; б) Р(А) = 0; в) Р(А\В) = 1; г) Р(В\А) = 0.
5. Із чисел від 1 до 30 вибирають одне. Знайти ймовірність того, що вибране число є дільником числа 30.

а) 
[image: image968.wmf]30

7

; б) 
[image: image969.wmf]6

1

; в) 
[image: image970.wmf]15

4

; г) 
[image: image971.wmf]5

1

.
6. Кинули гральний кубик. Знайти ймовірність того, що випаде число, що ділиться на 3.

а) 
[image: image972.wmf]3

1

; б) 
[image: image973.wmf]2

1

; в) 
[image: image974.wmf]6

1

; г) 
[image: image975.wmf]3

2

.

7. Радіолампу одержали з одного із трьох заводів відповідно з ймовірностями 0,25; 0,5; 0,25. Ймовірність вийти з ладу протягом року для ламп, виготовлених заводами, відповідно дорівнює 0,1, 0,2 і 0,4. Знайти ймовірність того, що вибрана навмання лампа пропрацює рік.

а)  0,775; б) 0,875; в) 0,125; г) 0,225.
8.Букви азбуки Морзе складаються із крапок і тире. Скільки різних букв можна скласти, використавши п’ять символів?

а) 52; б) 25; в) 102; г) 105.
9. Цех виготовляє кінескопи для телевізорів. 70% всіх кінескопів для кольорових телевізорів, 30% - для чорно-білих. 50% кінескопів відправляється на експорт, причому із них 40% - для кольорових телевізорів. Знайти ймовірність того, що взятий навмання для контролю кінескоп, призначений на експорт, чорно-білий.

а) 0,09; б) 0,06; в) 0,14; г) 0,18.

Залік.

	
	Карточка – 1
	
	Карточка – 2

	1.

	Розкажіть про основні поняття теорії ймовірностей. Випадкові події.
	1.


	Розкажіть про додавання несумісних подій.

	2.
	Обчисліть С
[image: image976.wmf]3

8

.
	2.
	Обчисліть С
[image: image977.wmf]2

10

.

	3.


	Числа від 1 до 15 написані на 15 картках, по одному на кожній. Вибрали навмання одну картку. Яка ймовірність, що написане на картці число ділиться на 5?
	3.


	Числа від 1 до 15 написані на 15 картках, по одному на кожній. Вибрали навмання одну картку. Яка ймовірність, що написане на картці число парне?

	4.


	Квиток на футбол Петренко може придбати з ймовірністю 0,3, на баскетбол – 0,4, на волейбол – 0,2. Яка ймовірність потрапити на змагання.
	4.


	Стрілець може влучити в одну з трьох зон мішені. Ймовірність влучення в першу зону 0,24, в другу – 0,17,  в третю – 0,12. Яка ймовірність влучити в першу чи другу зону?

	
	Карточка – 3
	
	Карточка – 4

	1.


	Розкажіть про повну групу несумісних подій, ймовірність протилежних подій.
	1.


	Розкажіть про множення ймовірностей несумісних подій.

	2.
	Обчисліть С
[image: image978.wmf]3

7

.
	2.
	Обчисліть С
[image: image979.wmf]4

9

.

	3.


	Числа від 1 до 15 написані на 15 картках, по одному на кожній. Вибрали навмання одну картку. Яка ймовірність, що написане на картці число парне?


	3.


	Числа від 1 до 15 написані на 15 картках, по одному на кожній. Вибрали навмання одну картку. Яка ймовірність, що написане на картці число непарне?

	4.
	Прилад складається з трьох вузлів, кожен з яких незалежно від інших може вийти за цей час з ладу. Якщо не працює хоч один вузол, то прилад теж непрацює. Ймовірність безвідмовної роботи протягом доби першого вузла дорівнює 0,9, другого – 0,95, третього – 0,85. Чому дорівнює ймовірність того, що протягом доби прилад працюватиме безвідмовно?
	4.
	На меблевій фабриці на окремих ділянках виготовляються спинки, сидіння і ніжки для стільців. Дефекти становлять для спинок 1%, сидінь – 2%, ніжок – 0,5%. Деталі комбінують випадково на іншій ділянці.Який процент стільців буде дефектним?

	
	Карточка – 5
	
	Карточка – 6

	1.


	Розкажіть про ймовірність здійснення принаймі однієї з незалежних подій.
	1.


	Розкажіть про незалежні випробування. Схема Бернуллі.

	2.
	Обчисліть С
[image: image980.wmf]3

10

.
	2.
	Обчисліть С
[image: image981.wmf]4

10

.

	3.


	Числа від 1 до 15 написані на 15 картках, по одному на кожній. Вибрали навмання одну картку. Яка ймовірність, що написане на картці число пролсте?


	3.


	Числа від 1 до 15 написані на 15 картках, по одному на кожній. Вибрали навмання одну картку. Яка ймовірність, що написане на картці число є квадратом повного числа?

	4.

	Ймовірність того, що Галя розв’язала задачу 0,8, а того, що розв’язав Андрій, - 0,6. Знайти ймовірність того, що задача буде розв’язана хоч би одним із учнів.
	4.

	Заводи виготовляють деталі для машин у співвідношенні 70% до 30%. Ймовірність того, що деталь, виготовлена на першому заводі, стандартна – 0,95, на другому – 0,8.  Знайти ймовірність того, що взята навмання деталь стандартна.


Тематична атестація.

	Рівень – А.

	
	Варіант – 1.
	
	Варіант – 2.

	1.
	Складіть трикутник Паскаля при n = 5.
	1.
	Складіть трикутник Паскаля при n = 4.

	2.
	В учня 15 підручників, 7 з них нових. Яка ймовірність того, що підручник з біології новий?
	2.
	Із 200 лотерейних білетів 25 виграшних. Яка ймовірність виграти в лотерею?

	3.
	В коробці є 20 паличок: 8 білих; 5 червоних; 2 зелених; решта – жовті. Яка ймовірність витягнути навмання жовту паличку?
	3.
	З повного набору кісточок доміно (28шт.)вибирають одну навмання. Яка ймовірність того, що вийнята кістка шісткова?

	4.
	Яка протилежна подія до події „вийнято хоча б одну білу кулю”?
	4.
	Яка протилежна подія до події „Серед вийнятих куль білих немає”?

	5.
	В ящику є 10 деталей, 7 з яких пофарбовані. Вибирають навмання дві деталі. Знайти ймовірність того, що:

а)  друга деталь пофарбована, якщо перша пофарбована;

б) друга деталь пофарбована, якщо перша непофарбована;

в) обидві деталі пофарбовані.
	5.
	Відомо, що в ПТУ навчається 70% юнаків і 30% дівчат. Серед юнаків 80% займаються спортом, серед дівчат – 60%. Знайти ймовірність того, що вибраний учень училища є:

а) юнаком і спортсменом;

б) дівчиною, яка займається спортом;

в) спортсменом.


	Рівень – Б.

	
	Варіант – 1.
	
	Варіант – 2.

	1.
	Зобразіть діаграми Ейлера співвдношення між множинами чотирикутників і трапецій.
	1.
	Зобразіть діаграми Ейлера співвдношення між множинами цілих та натуральних чисел.

	2.
	В картці спортлото від 1 до 49 закреслили навмання один номер. Яка ймовірність того, що закреслене число ділиться на 6?
	2.
	Кинули гральний кубик. Яка ймовірність того,що випаде 5 очок?

	3.
	В урні є 8 куль: 5 білих і 3 чорні. Яка ймовірність, що дві кулі білі? Друга куля біла?
	3.
	Ймовірність того, що в навмання взятій сім’ї є телевізор 0,998. Скільки в середньому телевізорів мають 500 сімей?

	4.
	В магазині фасують борошно з двох млинів у відношенні  75% та 25% з кожного. Ймовірність того, що борошно грубого помолу становить відповідно 0,2 та 0,4. Яка ймовірність купити борошно грубого помолу? 
	4.
	Електричні лампочки поступають в лоток з двох заводів у відношенні 60% та 40%. Ймовірність того, що лампа послужить рік, становить відповідно 0,9 та 0,75 для кожного заводу. Яка ймовірність, що лампа, куплена в лотку, не послужить один рік?


	Рівень – В.

	
	Варіант – 1.
	
	Варіант – 2.

	1.
	Подайте у вигляді многочлена:

    (а+1)4+(а-1)4.
	1.
	Подайте у вигляді многочлена:

    (2+
[image: image982.wmf]3

)5.

	2.
	Із чисел 1, 2, ... , 20 вибирають навмання число. Знайдіть ймовірність, що це число ділиться на 2 або 3?
	2.
	З колоди (36 карт) вийняли дві карти. Яка ймовірність, що обидві карти – тузи? 

	3.
	Пристрій складається з двох елементів, що працюють незалежно один від одного. Ймовірність відмови елементів 0,05 і 0,08. Знайти ймовірноті, що:

а) працюватиме тільки другий елемент;

б) відмовлять обидва;

в) працюватимуть обидва;

г) працюватиме тільки один елемент.
	3.
	Ймовірність влучання в мішень першого стрільця 0,8, другого – 0,6. Незалежно один від другого стрільці роблять два постріли. Яка ймовірність того, що:

а) в мішень влучає тільки перший стрілець;

б) обидва влучають в мішень;

в) один із стрільців влучить;

г) не влучить жоден стрілець.
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Друкування сторінок (книжечкою).

	№ ст.
	Номери

сторінок

з 1-го боку
	Номери

сторінок

з 2-го боку
	№ ст.
	Номери

сторінок

з 1-го боку
	Номери

сторінок

з 2-го боку

	1.
	1-112
	2-111
	15.
	84-29
	30-83

	2.
	110-3
	4-109
	16
	82-31
	32-81

	3.
	108-5
	6-107
	17.
	80-33
	34-79

	4.
	106-7
	8-105
	18.
	78-35
	36-77

	5.
	104-9
	10-103
	19.
	76-37
	38-75

	6.
	102-11
	12-101
	20.
	74-39
	40-73

	7.
	100-13
	14-99
	21.
	72-41
	42-71

	8.
	98-15
	16-97
	22.
	70-43
	44-69

	9.
	96-17
	18-95
	23.
	68-45
	46-67

	10.
	94-19
	20-93
	24.
	66-47
	48-65

	11.
	92-21
	22-91
	25.
	64-49
	50-63

	12.
	90-23
	24-89
	26.
	62-51
	52-61

	13
	88-25
	26-87
	27.
	60-53
	54-59

	14.
	86-27
	28-85
	28.
	58-55
	56-57
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Сергій Натанович Бернштейн





Пафнутій Львович Чебишев
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Так





Р(АВ)=(А)·РА(В)





Р(АВ)=Р(А)·Р(В)





Р(А+В) = Р(А)+Р(В)-Р(АВ)





Р(А+В)=Р(А)+Р(В) 





Події А і В – незалежні.





Події А та В – сумісні.





Правило множення


Р(А і В)





Правило додавання


Р(А або В)





Основні правила знаходження ймовірностей.
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Карл Фрідріх Гаус
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Пьер-Симон Лаплас





Абрахам де Муавр





Блез Паскаль





Пьєр Ферма





Хрістіан Гюгенс





Лука Пачолі





Джероламо Кардано





Никколо Тарталья
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